
應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

 
First order differential eq.（一階微分方程） 

 
Differential eq.：含未知函數及其導數的方程式 
 
Ordinary diff. eq.（常微分方程式）：未知函數僅有一個變數 
  1. 02 =+ yy ω ， )(tyy = （y 上面的兩點指的是對時間 t 微分） 
  2. xey =′ ， )(xyy =  
  3. 02 =+′+′′ yyxyx ， )(xyy =  
 

 
Partial diff. eq.（偏微分方程式）：未知函數有 2 個 or 2 個以上變數。 
  1. 02 =∇ V （Laplace’s eq.） 
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Order（階）：微分方程式中，出現最高導數的階數。 
Degree（次）：微分方程式中，有理化後最高階導數的次數。 
 
  1. xy sin=′           一階一次 
  2. xyy cos=+′′       二階一次 
  3. 02 =+′+′′′ yxyy   三階二次 
 

 
Linear diff. eq.：微分方程中，未知函數及其各階導數均為一次，豈無彼此互乘著。 
  1. xeyxy =+′ )(cos  
  2. 2xyyx =′+′′  
  3. 0)(sin =+′−′′ yxyeyx x  
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     )(xf ：線性函數。c：常數。 
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)(xfOy =       O：diff. operator（算符） 
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NonLinear diff. eq.：非線性微分方程式 
  1. 12 =+′ yy  
  2. xyyy sin=′+′′  
  3. 0)( 2 =+′+′′′ yyy  
 

 
First order diff. eq. 
1.separable： )()( xfyyg =′  ⇒ dxxfdyyg )()( =  
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2.Reduction to separable form 
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Homogeneous function 
,......),(,......),( yxfyxf rλλλ = 稱為 r 次的齊次函數 
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3.Exact（正合） 
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Integrating factor：乘上積分因子後，方程式才會變成正合型 
 
  dyyxQdxyxP ),(),( +  ⇒ dyyxQFdxyxPF ),(),( ⋅+⋅ （F 為積分因子） 
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∂
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  xxyy FQQFFPPF +=+ （要解 F，一般而言會很複雜） 
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∂
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       )4()2( xFxyF =′  ⇒ FFy 2=′  ⇒ dy
y

dF
F

21
=  ⇒ yF ln2ln =  ⇒ 2yF =  

       原式 ⇒ 0)34(2 2233 =++ dyyxydxxy  

       3 2 32 ( )u xy dx x y f y= = +∫  

       )(3 22 yfyx
y
NN ′+=
∂
∂

=  ⇒ 34)( yyf =′  ⇒ cyyf += 4)(  

       cyyxu ++= 432  

 
4.全微分型（觀察法） 
    )(xydxdyydx =+  

 

    )](
2
1[ 22 yxdydyxdx +=+  

 

    )ln(
x
yd

xy
ydxxdy

=
−

 

 

    11

)(
−−=+ nm
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yxdnxdymydx  

 

    )(2 x
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x
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=
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    )(tan 1
22 x
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+
−

 

 

    )(2 y
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y
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−=
−  

 
○1  03)4( 432 =−+′− yxyyxx  ⇒ 0)3()4( 432 =−+− dxyxdyyxx  

⇒ 0)34( 232 =+−+− dxxdyyxydxxdy  

⇒ 0)()()( 34 =+− xdyd
x
yd  

⇒ 0)( 34 =+− xy
x
yd  

⇒ cxy
x
y

=+− 34  

 
○2  0)22( 32 =−′−− yyyyxx  ⇒ 0)22( 32 =−−− ydxdyyyxx  
                          ⇒ 0)(2 22 =+−− dyyxyydxxdy  

⇒ 0)()(tan 21 =−− yd
x
yd  
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x
y

=−− 21tan  

 
○3  022 =−−+′ yxxyy  ⇒ 0)( 22 =+−+ dxyxxdxydy  

⇒ dx
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=

+

+
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2
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⇒ dxyxd =+ )ln(
2
1 22  

⇒ cxyx =−+ 2)ln( 22  

⇒ xceyx 222 =+  

 
5.First Order Linear Equation（一階線性微分方程） 
  )()( xryxpy =+′  
          0)( =xr ……homogeneous 
          0)( ≠xr ……nonhomogeneous 

0)( =xr    hyy =  
          0)( =+′ hh yxpy  

          0)( =+ dxxp
y

dy

h

h  

          ∫ =+ 0)(ln dxxpyh  ⇒ ∫=
− dxxp

h ey
)(

 

 

 
General solution 通解 

0)( ≠xr    )()()( xVxyxy h=  
          VyVyy hh ′+′=′    代入原式 )()( xryxpy =+′ 得 
          rVpyVyVy hhh =+′+′    

其中 0)( =+′ hh yxpy  
              所以 rVyh =′  

          
hy

rV =′  ⇒ ∫= dx
xy

xrV
h )(

)(
 

          ])([
)()(

cexrey
dxxpdxxp
+∫∫= ∫

−
……公式 

 

 
○1  xeyy 2=−′  ⇒ 0=−′ hh yy  

              ⇒ xdx
h eey =∫=

−− )1(
 

              ⇒ Vyy h=  

              ⇒ x
hhh eVyVyVy 2=−′+′ （ 0=−′ hh yy ） 

              ⇒ xeV =′  
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              ⇒ ceV x +=  

              ⇒ xx ceey += 2  

 

○2  xyyx =−′+ )1(  ⇒ 
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=
+
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x

x
x
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                  ⇒ 1)1ln(1
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x
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                  ⇒ Vyy h=  
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1
+

=
+
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x
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=

+
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x
x
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                  ⇒ ∫∫ +
−

+
=

+
= dx
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dx

x
xV ]

)1(
1

1
1[

)1( 22  

                       c
x

x +
+
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1

1)1ln(  

                  ⇒ )1ln()1(1)1( +++++= xxxcy  

 
○3  xyxy 2sin)(tan =+′  ⇒ xeey xxdx

h coscoslntan
==∫=

−
 

                     ⇒ Vxy )(cos=  

                     ⇒ VxxVy ′+−=′ cossin  
                     ⇒ xVxxVxVx 2sin))(cos(tan)(cos)sin( =+′+−  
                     ⇒ xV sin2=′  ⇒ cxV +−= cos2  

                     ⇒ xxcy 2cos2cos −=  

 

○4  xxy
x

y 3cos2 2=−′  ⇒ 2ln2
2

xeey xdx
x

h ==∫=  

⇒ Vxy 2=  

⇒ VxxVy ′+=′ 22  

⇒ xxxVVxxV 3cos22 22 =−′+  

⇒ xV 3cos=′  ⇒ cxV += 3sin
3
1

 

⇒ 2
3

3sin
3

cxxxy +=  

 
○5  

2

2 xexyy =−′  ⇒ 
22 xxdx

h eey =∫=  

                ⇒ Vey x2

=  ⇒ VeVxey xx ′+=′
22

2  

                ⇒ 
2222

22 xxxx eVxeVeVxe =−′+  

                ⇒ 1=′V  ⇒ cxV +=  

                ⇒ 
22 xx cexey +=  
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反超越函數： )1ln(sinh 21 ++=− xxx ，for all x 

            )1ln(cosh 21 −+=− xxx ， 1≥x  

            
2

1

1
1sinh

x
x

dx
d

+
=− ，for all x 

            
1

1cosh
2

1

−
=−

x
x

dx
d

， 1≥x  

x
xx

−
+

=−

1
1ln

2
1tanh 1 ， 11 <<− x  

x
xx

−
+

=−

1
1ln

2
1coth 1 ， 1>x  

2
1

1
1tanh
x

x
dx
d

−
=− ， 1<x  

2
1

1
1coth
x

x
dx
d

−
=− ， 1>x  

 
 

6.Reduction to Linear form Bernoulli equation（白努力方程式） 

   ayxgyxp
dx
dy )()( =+  

   )()( 1 xgyxp
dx
dyy aa =+ −−  

Let ayu −= 1 ， dyyadu a−−= )1(  

)()(
1

1 xguxp
dx
du

a
=+

−
 

 
 

○1  223 yxy
x

y =+′ y  ⇒ 212 3 xy
x

yy =+′ −−  

                   ⇒ Let 1−= yu ， dyydu 2−−=  

                   ⇒ 23 xu
xdx

du
=+−  

                   ⇒ 23 xu
xdx

du
−=−  

                   ⇒ 3ln3
3

xeeu xdx
x

h ==∫=  

                   ⇒ Vxu 3=  

                   ⇒ dVxVdxxdu 323 +=  

                   ⇒ 2332 33 xVx
xdx

dVxVx −=−+  

                   ⇒ 
xdx

dV 1
−=  ⇒ dx

x
dV 1

−=  ⇒ cxV +−= ln  

                   ⇒ )ln(331 cxxVxyu +−=== −  
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⇒ 
)ln(

1
3 cxx

y
+−

=  

 

○2  3231 yxy
x

y =+′ y ⇒ 223 31 xy
x

yy =+′ −−  

                  ⇒ Let 2−= yt ， yyt ′−=′ −32  

                  ⇒ 231
2
1 xt

x
t =+′−  

                  ⇒ 262 xt
x

t −=−′  

⇒ 2
2

xet
dx

x
h =∫=  

⇒ Vtt h=  ⇒ VtVtt hh ′+′=′  

⇒ 262 xVt
x

VtVt hhh −=−′+′  

⇒ 22 6xVx −=′  ⇒ 6−=′V  ⇒ cxV +−= 6  

⇒ 236 cxxxt −+−= （ 2−= yt ） 

⇒ 2
1

32 )6(
−

−= xcxy  

 

Ricatti equation 

     2)()()( yxRyxQxP
dx
dy

++= ，若是已知 )(1 xy 為一特解 

  ⇒ uyy += 1  

⇒ 2
111 )()()( uyRuyQPuy

dx
d

++++=+  

⇒ 2
12 RuuRyQu

dx
du

++= 2
1 )2( RuuRyQ ++=  

⇒ 2
1 )2( RuuRyQ

dx
du

=+−  

 

○3  
x

y
x

y
x

y 211 2 −+=′ ， 1=y 為特解（？？） 

   Let uy +=1 ， uy ′=′  

     ⇒ 
x

u
x

u
x

u 2)1(1)1(1 2 −+++=′ u
x

u
x

u
x

112 2 ++=  

     ⇒ 213 u
x

u
x

u =−′  

     ⇒ 
x

u
x

uu 13 12 =−′ −−  

Let 1−= ug ， duudg 2−−=  

          ⇒ 
x

g
xdx

dg 13
=−−  ⇒ 

x
g

xdx
dg 13

−=+  



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

                ⇒ 3

3 1
x

eg
dx

x
h =∫=

−
 ⇒ V

x
g 3

1
=  

                ⇒ dV
x

dxVxdg 3
4 13 +−= − （代入

x
g

xdx
dg 13

−=+ 得） 

⇒ 
x

V
xxdx

dV
x

Vx 1)1(313 33
4 −=++− −  

⇒ 2x
dx
dV

−=  ⇒ cxV +−= 3

3
1

（代回 V
x

g 3

1
= 得） 

⇒ 3

1
3
1

x
cg ′+−=  

⇒ 1
3

1 ]
3
1[ −− ′
+−==

x
cgu  

⇒ 

33
1

111

x
c

uy ′
+

−
+=+=

cx
cx

cx
x

3
32

3
31 3

3

3

3

+−
+

=
+−

+=  

 

○4  022
2

2 =+−+′
x

y
x

yy ，
x

y 1
= 是一特解 

    Let u
x

y +=
1

 ⇒ u
x

y ′+−=′ 2

1
 

    ⇒ 02)1(2)1(1
2

2
2 =++−++′+−

x
u

xx
u

x
u

x
 

    ⇒ 0222211
22

2
22 =+−−+++′+−

xx
u

x
u

x
u

x
u

x
 

    ⇒ 2uu −=′  ⇒ 2u
dx
du

−=  ⇒ dx
u

du
=

− 2  ⇒ cx
u

+=
1

 ⇒ 
cx

u
+

=
1

 

    ⇒ 
x

y
cx

11
−=

+
 ⇒ 

cxx
y

+
+=

11
 

 
○5  22 2 yxyxy +−=′ ， 1+= xy 為一特解 

   ⇒ 2)( yxy −=′  ⇒ Let uxy ++= 1  ⇒ uy ′+=′ 1  

       ⇒  22 21)1(1 uuuxxu ++=−−−=′+  

       ⇒ dxdu
uu

=
+ )2(
1

 ⇒ dxdu
uu

=
+

− )
2

11(
2
1

 

       ⇒ cxuu +=+− 2)2ln(ln  

       ⇒ xce
u

u 2

2
=

+
 ⇒ xeuu 2)2( +=  ⇒ )1(2 22 −=− xx ceuce  

       ⇒ 
1

2
2

2

−
−

= x

x

ce
ceu  ⇒ 

1
2)1( 2

2

−
−

=+− x

x

ce
cexy  

⇒ 
1

21 2

2

−
−

++= x

x

ce
cexy  

 



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

Clairaut’s equation 
    )(yfyxy ′+′=  

微分 ⇒ yyfyxyy ′′′+′′+′=′ )(       （ )()( yf
yd
dyf ′
′

=′′ ） 

            0)]([ =′′+′′ yfxy  

            Let 0=′′y  ⇒ cy =′  ⇒ )(cfcxy +=  

             0)( =′′+ yfx  

             ……… 
 

○6  2)(yyxy ′+′=  ⇒ yyyxyy ′′′+′′+′=′ 2  

                    ⇒ 0)2( =′+′′ yxy  

                    ⇒ (1) 0=′′y  ⇒ cy =′  ⇒ ccxy ′+=  

(2) 02 =′+ yx  ⇒ x
dx
dy

−=2  

              ⇒ xdxdy −=2  

              ⇒ α+−= 2

2
12 xy （ 0=α ） 

              ⇒ 2

2
12 xy −= …singular solution 

 

○7  pexpy −= ，
dx
dyp = ，求通解及奇異解 

       ⇒ yeyxyy y ′′−′′+′=′ ′  

       ⇒ 0)( =−′′ ′yexy  

       ⇒ (1) 0=′′y  ⇒ cy =′  ⇒ cecxy −=  
         (2) 0=− ′yex  ⇒ xey =′  ⇒ xyxexpy p −′=−=  

                      ⇒ 取 ln ⇒ xy ln=′  ⇒ α+−= xxxy ln  
                                         ⇒ xc ln= ， α+−= xcxy  

⇒ α+−=− xcxecx c  

⇒ 0=α  

 
7.Special types of second-order equation 

○1  ])[(2 2
2

2

dt
dx

dt
dx

dt
xdt −=  ⇒ Let 

dt
dxy =  

                      ⇒ ][2 2 yy
dt
dyt −=  

                      ⇒ 21
1

1

tan1 ctc
c

x += −  

 
○2  024 2 =−′+′ yyxyx  ⇒ 02248 2 =′−′′+′+′+′′′ yyxyyyyx  

⇒ 0)14()14(2 =+′′++′′′ yyyyx  

⇒ 0)2)(14( =′+′′+′ yyxy  



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

⇒ 
4
xy −= ， xccy 24 2+=  

 

 
8.Orthogonal trajectories 
 

○1  a family of parabolas 

   2cxy =  ⇒ 2x
yc =  

   x
x
ycxy )(22 2==′  

   
x
yy 2

=′  

   Orthogonal trajectories 

   
y
xy

2
−=′ （∵兩垂直直線斜率相乘為 -1） 

   積分 ⇒ ∗=+ cyx 2
2

2
………ellipse（橢圓） 

 

 
○2  222 )( ccyx =−+ ，求正交曲線 
   微分 ⇒ 0)(22 =′−+ ycyx  

        ⇒ 2222 2 cccyyx =+−+  

        ⇒ )(
2
1 22 yx
y

c +=  

        ⇒ 22

2
yx

xyy
−

=′  

正交 ⇒ 
xy

yxy
2

22 −
−=′  

     ⇒ 222 yxyxy +−=′  
積分 ⇒ 222)( cycx ′=+′−  

 
 


