
應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

 
High Order Linear Differential Equation 
 
1.Linear Differential equation 
 
 一般形式 
  )()()(...)( 01

)1(
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)( xryxPyxPyxPy n
n

n =+′+++ −
−  

rLy =  
)()(...)( 01

1
1 xPDxPDxPDL n

n
n ++++≡ −

−  

    
dx
dD ≡  

  ⇒ 0)( =xr …homogeneous 
0)( ≠xr …nonhomogeneous 

L 滿足 )()( ycLcyL =  
)()()( 2121 yLyLyyL +=+  

稱 L 為 linear operator 
 
y 的解分成 ph yyy += （homogeneous + particular） 
          nnh ycycycycy ...332211 +++=  

 
 

○1  023 =+′−′′ yyy  ⇒ xey =1 成立 
xey 2

2 = 成立     
⇒ xx ececy 2

11 += 亦成立 
 

Linear Dependence 
 

n 個函數 1y 、 2y 、……、 ny 為線性相關 
0...332211 =+++ nn ycycycyc 時，存在 1c 、 2c 、…、 nc 不全為 0，否則稱為線性獨立（linear 

independence） 
若 1y 、 2y 、……、 ny 為線性相關，若且唯若至少有一函數可以表成其他函數得線性組合

（linear combination）說明若 0...332211 =+++ nn ycycycyc ，若 0≠kc ，則 
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○2  xey =1 ， xey 2
2 = 對任意 x 有 1y 和 2y 線性獨立？ 

       PS：
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 ⇒ 1c 、 2c 有非零解，則
21

21

yy
yy
′′

=ω   

If 0=ω 則獨立 
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應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

    1c 、 2c 均為零 ⇒ 1y 和 2y 獨立。 
 

Wronskian 
 
  有 1y 、 2y 、……、 ny 函數，定義 wronskian 
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若對任一 x， 0≠ω ，則 1y 、 2y 、……、 ny 線性獨立 
若 1y 、 2y 、……、 ny 線性相關，則 0=ω 。（反之不一定成立） 
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        所有 iλ 都不相同 ⇒ 1y 、 2y 、……、 ny 為線性獨立 

 
○4  xy cos1 = ， xy sin2 =  

   ⇒ 01
cossin
sincos

≠=
−

=
xx
xx

ω  

   ⇒ 1y 和 2y 線性獨立 
 

○5  2
1 xy = ， xxy =2 是否為線性獨立？ 

   ⇒ 0≥x ， 0
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   ⇒ 0<x ， 0
22

22

=
−
−

=
xx

xx
ω  

       ⇒ 02
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應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

       ⇒ 1y 和 2y 線性相關 
 

2.Homogeneous Equation with Constant Coefficients 
 
一般形式 
  0...... 01

)1(
1

)( =+′+++ −
− yayayay n

n
n  

猜 xey λ= 代入上式 
⇒ 0...... 01

1
1 =++++ −
− aaa n

n
n λλλ  

 
 

○1  023 =+′−′′ yyy （λ的根為相異實數） 
   ⇒ Let xey λ=  
   ⇒ 0232 =+− xxx eee λλλ λλ  
   ⇒ 0232 =+− λλ  
   ⇒ 0)1)(2( =−− λλ  ⇒ 2,1=λ  
   ⇒ xx ececy 2

21 +=  
 

○2  0=+′′ yy （λ的根為共軛複根） 
   ⇒ xey λ=  
   ⇒ 012 =+λ  ⇒ i±=λ  
   ⇒ ixix ececy −+= 21          （ xixeix sincos += ） 
        )sin(cos)sin(cos 21 xixcxixc −++=  
        xaxa sincos 21 +=      （ 211 cca += ， 212 icica −= ） 

 
○3  0595 =−′+′′−′′′ yyyy  ⇒ Let xey λ=  

                           ⇒ 0595 23 =−+− λλλ  
                           ⇒ 0)54)(1( 2 =+−− λλλ  
                           ⇒ 1,2,2 ii −+=λ  
                           ⇒ xixix ecececy )2(

3
)2(

21
−+ ++= xecxecec xxx sincos 2

3
2

21 ++=  

 
重根（multiple roots） 
 
常係數微分方程中，λ有重根， ......21 === λλλ  

  則解 xexcxccy λ......)( 2
321 +++=  

  說明：以二重根為例，當 21 λλλ == 時 

        xx ececy 21
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應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

        λλλ =→ 21  ⇒ xx xececy λλ
21 ′+′=  

 
 

○4  01834 =−′−′′+′′′ yyy  ⇒ Let xey λ=  
⇒ 01834 23 =−−+ λλλ  
⇒ 0)2()3( 2 =−+ λλ  ⇒ 2,3,3 −−=λ  
⇒ xxx ecxececy 2

3
3

2
3

1 ++= −−  

 
○5  0)168( 24 =++ yDD  ⇒ 0168 24 =++ λλ  
                      ⇒ 0)4( 22 =+λ  ⇒ iiii 2,2,2,2 −−=λ  
                      ⇒ xxccxxccy 2sin)(2cos)( 4321 +++=  

 
○6  033 =−′+′′−′′′ yyyy  
   ⇒ 0133 23 =−+− λλλ  
   ⇒ 0)1( 3 =−λ  ⇒ 1,1,1=λ  
   ⇒ xexcxccy )( 2

321 ++=  
        if 0)0()0( =′= yy ， 2)0( =′′y  
          0)0( =y  ⇒ 01 =c  
          )2()( 2

322
xxxx exxecxececxy +++=′  

⇒ 0)0( =′y  ⇒ 02 =c  
              )222()( 2

3
xxxx exxexeecxy +++=′′  

                     ⇒ 322)0( cy ==′′  ⇒ 13 =c  
        xexy 2=  

 
○7  08118 )5()7( =′′′++ yyy  

       ⇒ 08118 357 =++ λλλ  
       ⇒ 0)3()3( 223 =−+ ii λλλ  ⇒ iiii 3,3,3,3,0,0,0 −−=λ  
       ⇒ xxcxxcxcxcxcxccy 3sin3cos3sin3cos 7654

2
321 ++++++=  

 
3.Cauchy-Euler Equation 
 
  0)......( 01

11
1 =++++ −−
− ybxDbDxbDx nn

n
nn  

   αxy ≈  
 

○1  0352 2 =+′−′′ yyxyx  ⇒ Let αxy =  ⇒ 2)1( −−=′′ ααα xy  
   ⇒ 035)1(2 =+−− ααα  

                      ⇒ 0372 2 =+− αα  ⇒ 3,2
1=α  

                      ⇒ 3
21

2
1

xcxcy +=  
 

○2  052 =+′−′′ yyxyx   



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

⇒ Let αxy =  
⇒ 05)1( =+−− ααα  ⇒ 0522 =+− αα  ⇒ i21±=α  

         ii xaxay 21
2

21
1

−+ +=  

         )ln2sin()ln2cos(ln2ln2 2

xixeex xixi i

+===  
        ⇒ )]ln2sin()ln2[cos()]ln2sin()ln2[cos( 21 xixxaxixxay −++=  
             )ln2sin()ln2( 21 xxcxxcoxc +=  

 
○3  0922 =+′−′′ yyxyx  ⇒ Let αxy =  

                         ⇒ 092)1( =+−− ααα  ⇒ 0932 =+− αα  ⇒ i3
2
3

2
3
±=α  

⇒ )ln
2

33sin()ln
2

33cos( 2
3

2
3

21 xxcxxcy +=  

 
重根 21 λλλ ==  
 
     21

21
λλ xcxcy +=  
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λ

−
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xxcxc  
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λ λ λ
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→ ≡
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對 微分

 ⇒ )(ln21 xxxxc λλ ′+′  

（ 111 )(lnln

11

λλλ
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xxe

d
dx

d
d x == ） 

 
 

○4  023 =′+′′−′′′ yxyxyx  ⇒ Let αxy =  
                          ⇒ 0)1()2)(1( =+−−−− αααααα  
                          ⇒ 0]1123[ 2 =++−+− αααα  
                          ⇒ 0)2( 2 =−αα  ⇒ 2,2,0=α  
                          ⇒ )(ln)( 2

3
2

21 xxcxccxy ++=  

 
4.Nonhomogeneous Equation 
 
  )()( xrxLy =       0)( ≠xr       L：係數，cauchy-eular 型 
  0)( =xLyh  
  ph yyy +=    p：particular 
 
 

○1  xeyyy −=+′−′′ 944  ⇒ 0442 =+− λλ  ⇒ 2,2=λ  
                     ⇒ x

h exccy 2
21 )( +=  

                     ⇒ x
p aey −=  ⇒ 94)1(4)1( 2 =+−−− aaa  ⇒ 1=a  

                     ⇒ xx eexccy −++= 2
21 )(  



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

 
○2  xyy 2sin5−=−′′  ⇒ 012 =−λ   ⇒ 1,1 −=λ  

                       ⇒ 1
21

−+= ececy x
h  

                       ⇒ xay p 2sin=  ⇒ xay p 2cos2=′  ⇒ xayp 2sin4−=′′  
                       ⇒ 54 −=−− aa  ⇒ 1=a  
                       ⇒ xececy x 2sin1

21 ++= −  
 

Method of Ondertermined Coefficient 
 
    )(xrLy =  
    ph yyy +=  
 

原則上 cxr =)(       1cy p =  

       nxxr =)(      01
1

1 ...... cxcxcxcy n
n

n
np ++++= −

−  

       axexr =)(      ax
p ecy 1=  

       bxxr sin)( =     bxcbxcy p cossin 21 +=  
       bxxr cos)( =     bxcbxcy p cossin 21 +=  

 
○3  xyyy sin62 =+′−′′  

⇒ x
h exccy )( 21 +=  

   ⇒ xbxayp cossin +=  
   ⇒ xbxayp sincos −=′  
  ⇒ xbxayp cossin −−=′′  
  ⇒ xxbxaxbxaxbxa sin6)cossin()sincos(2)cossin( =++−−−−  
  ⇒ 0=a ， 3=b  
  ⇒ xexccy x cos3)( 21 ++=  

 
○4  xyyyy 3cos170243 =+′+′′+′′′  
  ⇒ 0243 23 =+++ λλλ  
  ⇒ 0)1(2)2)(1( =++++ λλλλ  
   ⇒ 0)22)(1( 2 =+++ λλλ  ⇒ i21,1 ±−−=λ  
   ⇒ xecxececy xxx

h 2sin2cos 221
−−− ++=  

   ⇒ xbxay p 3sin3cos +=     代入 xieyyyy 3170243 =+′+′′+′′′  

   ⇒ 170]2)3(4)3(3)3[( 23 =+++ Aiii  

   ⇒ )35(
35
35

35
34

1525
170 i

i
i

ii
A −−=

−
−

⋅
−−

=
−−

=  

⇒ xixi eiAey 33
0 )35( −−== )3sin3)(cos35( xixi ++−=  

⇒ xxyy p 3sin33cos5Re 0 −−==  

 
未定係數法修正 



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

若 cxjeAxLy =  
 

(1) c 和左式 Ly 所得根不同者 
   )......( 01 AxAxAey j

j
cx

p +++=  
 

(2) c 和左式 Ly 所得根相同者（有 m 次相同） 
cxj

j
m

p eAxAxAxy )......( 01 +++=  
 

 
○5  xxeyyy 21244 =+′−′′  

⇒ Let x
h ey λ=  

⇒ 0442 =+− λλ  ⇒ 2,2=λ  
⇒ xx

h xececy 2
2

2
1 +=  

⇒ x
p eAxAxy 2

01
2 )( +=  

⇒ xx
p exAxAeXAxAy 22

0
3

1
2

0
2

1 2)()23( +++=′  

      xexAxAAxA 2
0

2
01

3
1 ]2)23(2[ +++=  

⇒ xx
p exAxAAxAeAxAAxAy 2

0
2

01
3

1
2

001
2

1 2]2)23(2[]2)46(6[ +++++++=′′′  

⇒ xex 23 的係數： 04)2(44 111 =+− AAA  
   xex 22 的係數： 04)23(46)23(2 001101 =++−++ AAAAAA  
    xxe2 的係數： 1224)46(4 0010 =⋅−++ AAAA  ⇒ 21 =A  
     xe2 的係數： 02 0 =A  ⇒ 00 =A  
⇒ xx exexccy 232

21 2)( ++=  
 

○6  xxeyyy −=+′+′′ 2 ， 0)0( =y ， 1)0( =′y  
   ⇒ 0122 =++ λλ  ⇒ 1,1−=λ  
   ⇒ x

h exccy 2
21 )( +=  

   ⇒ x
p eAxAxy −+= )( 01

2  

   ⇒ xxx exxececy −− ++=
6

3
2

21  

 
○7  xexyy 5sin2 −=′′−′′′  ⇒ 023 =− λλ  ⇒ 1,0,0=λ  
                      ⇒ x

h ecxccy 321 ++=  
                      ⇒ xAexbxay x

p ++= cossin  
⇒ 1=a ， 1=b ， 5−=A  

                      ⇒ xx xexxecxccy 5cossin321 −++++=  

 
Variation of Parameters（參數變更法） 
 



應用數學筆記 
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○1  
1

23
2

+
−=+′−′′ x

x

e
eyyy   

⇒ Let 023 =+′−′′ hhh yyy  
   ⇒ Let x

h ey λ=  
   ⇒ 0232 =+− αα  ⇒ 2,1=α  
   ⇒ xx

h ececy 2
21 +=  

      設 xx
p excexcy 2

21 )()( +=  

        xxxx
p ececececy 2

21
2

21 2 ′+′++=′  

        xxxx
p ececececy 2

21
2

21 24 ′+′++=′′  

       ⇒ 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
−=′+′

=′+′

1
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0
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2
21

2
21

x

x
xx
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e
eecec
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⇒ 
11 +

=′ x

x

e
ec ，

1
1

2 +
−=′ xe

c  

       ⇒ )1ln(1 += xec ， )1ln(2
xec −+=  

       ⇒ )1ln()1ln( 22
21

xxxxxx eeeeececy −+++++=  
 

○2  xe
x

yyy −=+′+′′
12   

⇒ 0122 =++ λλ  ⇒ 1,1 −−=λ  
       ⇒ xx

h xececy −− += 21  
       ⇒ xx

p xexcexcy −− += )()( 21  

          xxxxx
p xececxeececy −−−−− ′+′+−+−=′ 2121 )()(  

          )()( 212221
xxxxxxx

p xeececxececececy −−−−−−− −′+′−+−−+=′′  

⇒ 021 =′+′ −− xx xecec  
xxxx e

x
xeecec −−−− =−′+′−

1)(21  

       ⇒ xx e
x

ec −− =′ 1
2  ⇒ 

x
c 1

2 =′  ⇒ xc ln2 =  

          11 −=′c       ⇒ xc −=1  
       ⇒ xxx exxxececy −−− ++= )(ln21  

 
○3  xxyyxyx ln2 =+′−′′  
    ⇒ Let αeyh =  
    ⇒ 01)1( =+−− ααα  ⇒ 1,1=α  
    ⇒ xxcxcyh ln21 +=  

⇒ xxxcxxcyp ln)()( 21 +=  
⇒ xxcxcxccyp ln)1(ln 2121 ′+′+++=′  
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⇒ )1(ln)1( 221 +′++′=′′ xc
x

ccyp  

⇒ 
⎩
⎨
⎧

=+′+′
=′+′

xxxccx
xxcxc

ln)]1(ln[
0ln

21
2

21  

⇒ 
x
xc ln

2 =′ ，
x
xc

2

1
)(ln

−=′  

⇒ 2
2 )(ln

2
1 xc = ，

x
xc

3

1
)(ln

3
1

−=  

⇒ 323 )(ln
6
1)ln]()(ln

2
1[])(ln

3
1[ xxxxxxy p =+−=  

⇒ 3
21 )(ln

6
1ln xxxxcxcy ++=  

 
○4  xyy sec=+′′  
   ⇒ 012 =+λ  ⇒ i±=λ  
   ⇒ xcxcyh sincos 21 +=  

⇒ xxcxxcyp sin)(cos)( 21 +=  
⇒ … 
⇒ …… 

⇒ 
⎩
⎨
⎧

=′+−′
=′+′

xxcxc
xcxc

seccos)sin(
0sincos

21

21  

⇒ 
x
xc

cos
sin

1 −=′ ， 12 =′c  

⇒ xc cosln1 = ， xc =2  
⇒ )cos(lncossinsincos 21 xxxxxcxcy +++=  

 
○5  xyy sec=+′′  

       ⇒ 012 =+λ  ⇒ i±=λ  

       ⇒ xcxcyh sincos 21 +=  

⇒ xxcxxcyp sin)(cos)( 21 +=  

⇒ 
⎩
⎨
⎧

=′+−′
=′+′

xxcxc
xcxc

csccos)sin(
0sincos

21

21  

⇒ 11 −=′c ，
x
xc

sin
cos

2 =′  

⇒ xc −=1 ， )ln(sin2 xc =  
⇒ xxxxxcxcy sin)sin(lncossincos 21 +−+=  

 
○6  5653 xyyxyx =−′−′′  
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   ⇒ Let αxyh =  

   ⇒ 053)1( =−−− ααα  ⇒ 1,5 −=α  

⇒ 5
2

1
1 xcxcyh += −  

⇒ 5
2

1
1 )()( xxcxxcyp += −  

   ⇒ 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′+−′

=′+′ −

54
221

2

5
2

1
1

6)]5()1([

0

xxc
x

cx

xcxc
 

   ⇒ 
x

c 1
2 =′  ⇒ xc ln2 =  

   ⇒ 5
1 xc −=′  ⇒ 6

1 6
1 xc −= （ 1

1 )( −xxc 亦是 5x ，所以 5

6
1 x− 可併入 5

2 )( xxc 裡） 

   ⇒ 55
2

1
1 )ln

6
1( xxxcxcy +−++= −  

 

○7  xxy
x

y
x

y ln22
2 =+′−′′  

       ⇒ Let αxyh =  

       ⇒ 022)1( =+−− ααα  ⇒ 2,1=α  

       ⇒ 2
21 xcxcyh +=  

       ⇒ 2
21 )()( xxcxxcyp +=  

       ⇒ 
⎩
⎨
⎧

=′+′
=′+′

xxxcc
xcxc

ln2
0

21

2
21  

       ⇒ xc ln2 =′  ⇒ xxxc −= ln2  

       ⇒ xxc ln1 −=′  ⇒ 22
1 4

1ln
2
1 xxxc +−=  

       ⇒ )ln()
4
1ln

2
1( 2222

21 xxxxxxxxxcxcy −++−++=  

332
21 4

3ln
2
1 xxxxcxc −++=  

 
○8  022)1(2 =+′−′′+ yyxyxx       已知 xy = 為一解 
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   ⇒ Let cxy = ， cxcy +′=′ ， cxcy ′+′′=′′ 2  
   ⇒ 02)(2)2)(1(2 =++′−′+′′+ cxcxcxcxcxx  
   ⇒ 022222 22334 =+−′−′+′′+′+′′ cxcxxccxcxcxcx  
   ⇒ 02)1( =′+′′+ ccx  

⇒ Let uc =′  ⇒ 02)1( =+′+ uux  

⇒ 
1

2
+

−=
x

u
dx
du  

       ⇒ dx
x

du
u 1

121
+

−=  

       ⇒ dxu ++−= )1ln(2ln  
       ⇒ cxdu ′=+= −2

1 )1( （ ded =1 ） 

       ⇒ e
x

dc +
+

−=
1

1
1  

       ⇒ cxy =  

       ⇒ )
1

1( 1 e
x

dxy +
+

−= xc
x

xc 21 1
+

+
=          （ 11 cd =− ， 2ce = ） 

 


