
應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

 
Laplace Transform 
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0
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∞ −  
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ex：
i
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2
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2
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ex： attf cosh)( =  ⇒ 22)(
as

ssF
−

=  

 
ex： attf sinh)( =  ⇒ ∫

∞ − ⋅⋅=
0

sinh)( dtatesF st  

                            ∫
∞ −

− ⋅
−

⋅=
0 2

dteee
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ex： nttf =)(  ⇒ ∫
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                    ∫
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                    )1(1
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ex： 2
1
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−
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Transforms of Derivatives 
 
設 )(tf 、 )(tf ′ 在 0ss > 時，Laplace transform存在 

    )()(
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sFdttfe st =′∫
∞ −  

∫
∞ −∞− −−=

00
)()()( dttfsetfe stst  

               )()0( ssFf +−=  
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    ⇒ 
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    ⇒ )]([)( 1 sXLts −=  
    ⇒ tt eetx 2)( −− +=  

 
設 )(tf 、 )(tf ′ 、 )(tf ′′ 、……、 )()1( tf n− 是連續函數 
    )]0(......)0()0([)()]([ )1(21)( −−− ++′+−= nnnnn ffsfssFssfL  
 

pf： )0()(][ fssFfL −=′  
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         ∫
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0
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                   ∫
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ex： 2)( ttf = ， 0)0( =f  

⇒ ttf 2)( =′ ， 0)0( =′f  
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    ⇒ 
s

LtfL 2]2[)]([ ==′′  
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Integral of a function 
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t
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    ⇒ ∫=
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t
0)cos1(1 ωτ

ωω
−=             （ )()(][

0
saFdttafeafL st == ∫

∞ − ） 

)cos1(1
2 tω

ω
−=  

 
s-shifting……s空間，圖形 )(sF 有位移 
 

[ ( )] ( )atL e f t F s a= −  

 

 
 
圖往右走 

( ) ( )F S f S A→ −  
   1     3  2 

0
[ ( )] ( )at st atL e f t e e f t dt

∞ −= ∫  

( )

0
( )s a te f t dt

∞ − −= ∫ ( )F s a= −  

 
 

ex： ( )f t ，find [ ]L f  

    ⇒ at ne t      ⇒ 1

!
( )n

n
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       cosate tω  ⇒ 2 2( )
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s a ω
−

− +
 

sinate tω  ⇒ 2 2( )s a
ω

ω− +
 

 
ex： 2 5 0y y y′′ ′+ + = ， (0) 2y = ， (0) 4y′ = −  
    ⇒ 2 (2 4) 2( 2) 5 0s Y s sY Y− − + − + =  

       （
0

( ) ( )stY s e y t dt
∞ −= ∫ ） 

⇒ 2( 2 5) 2s s Y s+ + =  

⇒ 2 2 2
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+
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⇒ 1( ) [ ] 2 cos 2 sin 2t ty t L Y e t e t− − −= = −  
 

t-shifting 
 
  [ ( ) ( )] ( )asL f t a u t a e F s−− − =  
  ⇔ 1[ ( )] ( ) ( )asL e F s f t a u t a− − = − −  
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step function 

0
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pf：
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0
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                                 ( )
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τ
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0
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∞ −= − −∫  

                                 [ ( ) ( )]L f t a u t a= − −  
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ex：
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1
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2
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                          （ 1
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ex：
2 0

( ) 0 2
sin 2

t
f t t
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π
π π

π

< <⎧
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⎪ >⎩

 

    ⇒ [ ] ( )L f F s=  
    ⇒ ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( 2 )sinf t u t u t u t tπ π= − − + −  

    ⇒ 
2

2

2 2[ ]
1

s se eL f
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            （
0 0

1( )st ste u t dt e dt
s
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pluse脈衝 
                            

1 2( ) ( ) ( )v t u t t u t t= − − −  

 
 

ex：
2 2

2 2 2

1 2 4( )
1

s s se e seF s
s s s s

π− − −

= − − +
+

， ( ) ?f t =  

    ⇒ 1( ) [ ]f t L F−=  
           2( 2) ( 2) 4 ( 2) cos( ) ( )t t u t u t t u tπ π= − − − − − + − −  

 
Dirac’s Delta Function 
 

   ( )
0

t a
t a

t a
δ

∞ =⎧
− = ⎨ ≠⎩

 

   ( ) 1t a dtδ
∞

−∞
− =∫  ⇒ ( ) ( ) ( )f x x a dx f aδ

∞

−∞
− =∫  

 
 

ex：fore ( ) ( )F t tδ=  

    dPF
dt

= ， ( ) 1P Fdt t dtδ
∞

−∞
= = =∫ ∫  

 
ex：

2

0
( 3) 0t dtδ − =∫  

 
ex： 3 2 ( )y y y t aδ′′ ′+ + = − ， (0) 0y = ， (0) 0y′ =  

   
( ) [ ]Y s L y=

⇒ 2 3 2 sas Y sY Y e−+ + =                  （
0
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∞ − −− =∫ ） 

     ⇒  ( ) ( )
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s s

−
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        （ 1( )
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     ⇒  2( ) t tf t e e− −= −  
     ⇒  1( ) { ( )}say t L e F s− −=  

( ) ( )f t a u t a= − −  
             ( ) 2( )[ ] ( )t a t ae e u t a− − − −= − −  

             ( ) 2( )

0 0
t a t a

t a
e e t a− − − −

≤ <⎧
= ⎨ − >⎩

 

 
Differentiation of transform 
 

    
0

( ) ( )stF s e f t dt
∞ −= ∫  
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0

( ) ( ) [ ( )]stF s e t f t dt L tf t
∞ −′ = − ⋅ = −∫  

⇒ [ ( )] ( )L tf t F s′= −   or  1[ ( )] ( )L F s tf t− = −  
 

ex： 2 2[ sin ] ( )L t t
s
ββ
β
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+ 2 2 2

2
( )

s
s

β
β

=
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ex： 2 2[ cos ] ( )sL t t
s

β
β
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+

2 2

2 2 2( )
s
s

β
β
−

=
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[ ( )] ( 1) ( )
n

n n
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dL t f t F s
ds

= −  

 
Integration of transforms 
 

    ( )[ ] ( )
s

f tL F s ds
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∞
= ∫  

 

    pf：
0

( ) [ ( ) ]st

s s
F s ds e f t dt ds

∞ ∞ ∞ −=∫ ∫ ∫  

                
0

( ) ( )st

s
e ds f t dt

∞ ∞ −= ∫ ∫  
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1( ) ( )ste f t dt
t

∞ ∞−= −∫  

0
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t

−∞
= ∫
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ex：
2 2

1
2 2[ln(1 )] ln(1 )dL

s ds s
ω ω− + = − +

2

2

2

2

2

1

s

s

ω

ω
=

+

2

2 2

2
( )s s

ω
ω

=
+

( )F s  

        2 2( ) a b cF s
s s ω

+
= +

+ 2 2

2 2s
s s ω
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        ∴ ( ) 2 2cosf t tω= −  

        ∴
2

1
2

2 2cos[ln(1 )] tL
s t
ω ω− −

+ =  

 
ex：Legendre’s differential equation (1 ) 0ty t y ny′′ ′+ − + = ， ?y =  

        ⇒ 2[ (0) (0)] (0) ( )[ (0)] 0d ds Y sy y sY y sY y nY
ds ds

′− − − + − − − − + =  

        ⇒ 22 (0) (0) [ ] 0sY s Y y sY y Y sY nY′ ′− − + + − + + + =  
        ⇒ 2( ) ( 1 ) 0s s Y n s Y′− + + − =  

        ⇒ 2

1 1( )
1

dY n s n nds ds
Y s s s s

+ − +
= = −

− −
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        ⇒ ln ln( 1) ( 1) lnY n s n s α= − − + +  

        ⇒ 1

( 1)n

n

sY A
s +

−
= ⋅            （ 1A = ） 

        ⇒ 1[ ] ( )
!

t n
n t

n

e dy L Y t e
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− −= = ⋅  

 

1
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n
n t n
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d nL t e
ds s s

−
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![( ) ]
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n t n n
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( 1) ![ ( ) ]
n

t n t n
n
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s
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+
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Convolution（卷積） 
 

0
( ) ( )

t
f g f t g dτ τ τ∗ = −∫  

（ f g∗ ：convolution of function f and g） 
 
    [ ]L FG f g= ∗  

    
0

( ) ( )stF s e f t dt
∞ −= ∫  

0
( ) ( )stG s e g t dt

∞ −= ∫  

0
( ) ( )

t
f g f t g dτ τ τ∗ = −∫           （ t τ τ ′− = ， tτ τ ′= − ， d dτ τ ′= − ） 

0
( ) ( )( )

t
f g t dτ τ τ′ ′ ′= − −∫  

0
( ) ( )

t
f g t dτ τ τ= −∫  

 
pf： 1[ ]L FG f g− = ∗  
   [ ]FG L f g= ∗  

   
0 0

( ) ( ) ( ) ( )sx syF s G s e f x dx e g y dy
∞ ∞− −= ⋅∫ ∫  

            ( )

0 0
( ) ( )s x ye f x g y dxdy

∞ ∞ − += ∫ ∫  

           
0 0

( ) ( )
x y t t st

y
e f t g d dt

τ
τ τ τ

+ = ∞ −

=
= −∫ ∫     （

0 0
0 0

x x t
y y

τ
τ

≥ = − ≥
≥ = ≥

） 

            
0 0

[ ( ) ( ) ]
tste f t g d dtτ τ τ

∞ −= −∫ ∫  

[ ]L f g= ∗  
∴ 1[ ]L FG f g− = ∗  
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ex： 2 2 2 2

1 1 1( )
( 1) 1 1

F G

H s
s s s

= = ⋅
+ + +

 

    ⇒ ( ) sinf t t= ， ( ) sing t t=  
    ⇒ ( ) sin sinh t t t= ∗  

0
sin( )sin

t
t dτ τ τ= −∫  

0
[sin cos cos sin ]sin

t
t t dτ τ τ τ= −∫  

1 1 cos2sin 2
2

2

0 0

2

sin cos sin cos sin
t t

t d t d
ττ

τ τ τ τ τ
−

= =

= −∫ ∫  

0 0

1 1sin ( cos 2 ) cos ( sin 2 )
4 2 4

t tt t ττ τ= − − −  

1 1 1sin ( cos 2 ) cos ( sin 2 )
4 4 2 4

tt t t t= − + − −  

1 1 1sin cos 2 cos sin 2 sin cos
4 4 4 2

tt t t t t t= − + + −  

1 1sin( 2 ) sin cos
4 4 2

tt t t t= − − + −  

1 1sin sin cos
4 4 2

tt t t= + −  

1 1sin cos
2 2

t t t= −  

 
ex： 2 2

1 1 1( )
( )

F G

H s
s s a s s a

= = ⋅
− −

 

    ⇒ ( )f t t= ， ( ) atg t e=  

    ⇒ ( ) ath t t e= ∗                          
0
( )

t at e dττ τ= −∫  

( )

0

t a te dττ τ−= ∫                     
0 0

t ta at e d e dτ ττ τ τ= −∫ ∫  

              
0

tat ae e dττ τ−= ∫                    
0 0

1( 1) ( )
ttat a at e e e d

a a a
τ ττ τ= − − − ∫  

              
0 0

[ ( ) ( ) ]
a attat e ee d

a a

τ τ

τ τ
− −

= − − −∫       2 2

1 1at at att t te e e
a a a a a

= − − + −  

              1 1[ ( )]
at

at att ee e
a a a a

−
−= − + − +         2

1 ( 1)ate at
a

= − −  

              2

1 ( 1)ate at
a

= − −  

 
ex：Integral equation 

0
( ) ( )sin( )

t
y t t y t dτ τ τ= + −∫  

    ⇒ Laplace transform ⇒ 2 2

1 1( ) ( )
1

Y s Y s
s s

= +
+
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                      ⇒ 2 2

1 1( )[1 ]
1

Y s
s s

− =
+

 

                      ⇒ 
2

4 2 4

1 1 1( ) sY s
s s s
+

= = +  

                      ⇒ 31( )
6

y t t t= +  

 
ex：

0
( ) 2 ( )

t tx t e x dτ τ τ−= + ∫  

（
0

( ) ( )
tt te g t e x dτ τ τ−= ∫  ⇒ 

0
( ) ( )

t
g t e x dτ τ τ−= ∫ ） 

⇒ 2( ) ( 1)X s G s
s

= + −  

        2 1 [ ]( 1)
1

L e x s
s s

τ−= + −
−

    （ [ ]( 1) ( )L e x s X sτ− − = ：t-shiftinf） 

        2 1 ( )
1

X s
s s

= +
−

 

⇒ 2( 1)( )
( 2) 2
s a bX s

s s s s
−

= = +
− −

       （ 1a = ， 1b = ） 

                1 1
2s s

= +
−

 

⇒ 2( ) 1 tx t e= +  
 

ex： ( ) 4 ( ) 5 tx t x t e−′′ + = ， 0t ≥ ， (0) 2x = ， (0) 3x′ =  

    ⇒ 2 5[ 2 3] 4
1

s X s X
s

− − + =
+

 

    ⇒ 
2

2 2 2

2 5 8 4 1
( 1)( 4) 4 4 4

s s sX
s s s s s

+ +
= = + +

+ + + + +
 

    ⇒ ( ) 2sin 2 cos 2 tx t t t e−= + +  
 

ex：
2

0
x y
x y
′′ + = −⎧

⎨ ′′+ =⎩
， (0) (0) (0) (0) 0x y y x′ ′= = = =  

        ⇒ 
2

2

2
0

s X Y
X s Y

⎧ + = −
⎨

+ =⎩
 ⇒ 

4 2 2

2

2
0

s X s Y s
X s Y

⎧ + = −
⎨

+ =⎩
 

        ⇒ 
2

2 2 2 2

2 2
( 1)( 1) 1 1

s s sX
s s s s

− −
= = ⋅

+ − + −
 

           2 2 2 2

1 1 1
( 1)( 1) 1 1

Y
s s s s

= = ⋅
+ − + −

 

⇒ ( ) sin sinhy t t t= − +  
 

ex：Periodic Function ( ) ( )f t p f t+ =  

0
[ ] ( )stL f e f t dt

∞ −= ∫  
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2

2 3

0 2
( ) ( ) ( ) ......

t t

p p pst st st

p
p t t

p
p

e f t dt e f t dt e f t dt
′ ′≡ + ≡ +

− − −= + + +∫ ∫ ∫  

2

0
(1 ......) ( )

psp sp ste e e f t dt− − −= + + + ∫  

 
( )

0 0
( ) ( )

p ps t p sp ste f t p dt e e f t dt′− + − −′ ′+ =∫ ∫  

t p t p′= = +  ⇒ 0t′ =  
2t p t p′= = +  ⇒ t p′ =  

 
ex： ( ) kf t t

p
= ， ( ) ( )f t p f t+ =  

        
00 0

1 1( ) ( )
p pst st ste tdt e e dt

s s
∞− − −= − − −∫ ∫  

                1 1 1 1( )sp spe p e
s s s s

− −= − + − +  

                2

1 (1 )sp spp e e
s s

− −= − + −  

        
0

[ ]
1

p st
sp

k
pL f e tdt
e

−
−=

− ∫ 2 (1 )

sp

sp

k ke
ps s e

−

−= −
−

 

 


