
應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

 
Fourier Analysis 
 

( 2 ) ( )f x f xπ+ =           （period 2π ） 
 

0
1

( ) ( cos sin )n n
n

f x a a nx b nx
∞

=

= + +∑  

0
1 0 0

( ) ( cos sin )n n
n

f x dx a dx a nxdx b nxdx
π π π π

π π π π

∞

− − − −
=

=
=

= + +∑∫ ∫ ∫ ∫  

0 (2 )a π=  

∴ 0
1 ( )

2
a f x dx

π

ππ −
= ∫  

 

0
1

( ) cos cos ( cos cos cos sin )n n
n

f x mxdx a mxdx a mx nxdx b mx nxdx
π π π π

π π π π

∞

− − − −
=

= + +∑∫ ∫ ∫ ∫  

              maπ=  
 

m n≠      ( ) ( ) ( ) ( )1cos cos [ ]
4

i m n x i m n x i m n x i m n xmx nxdx e e e e dx
π π

π π

+ − + − − +

− −
= + + +∫ ∫  

m n=      2cos cos cosmx nxdx mxdx
π π

π π− −
=∫ ∫  

1 cos 2
2

mx dx
π

π−

+
= ∫  

π=  

∴ cos cos mnmx nxdx
π

π
πδ

−
=∫ sin sinmx nxdx

π

π−
= ∫  

 

∴ 1 ( ) cosna f x nxdx
π

ππ −
= ∫  

 
1 ( )sinnb f x nxdx

π

ππ −
= ∫  

 

0
1 ( )

2
a f x dx

π

ππ −
= ∫  

 
 

eq：square wave 
0

( )
0

k if x
f x

k if x
π

π
− − < <⎧

= ⎨ < <⎩
 

       0
1

( ) ( cos sin )n n
n

f x a a nx b nx
∞

=

= + +∑  

       0
1 ( )

2
a f x dx

π

ππ −
= ∫

0

0

1 [ ( ) ]
2

kdx k dx
π

ππ −
= + −∫ ∫  
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1 [ ( ) ] 0
2

k kπ π
π

= + − =  

       1 ( ) cosna f x nxdx
π

ππ −
= ∫

0

0

1 [ cos cos ]k nxdx k nxdx
π

ππ −
= −∫ ∫  

1 ( )sinnb f x nxdx
π

ππ −
= ∫

0

0

1 [ sin sin ]k nxdx k nxdx
π

ππ −
= −∫ ∫  

                   cos 1 1 cos[ ]k n n
n n
π π

π
− + − +

= −       （ cos ( 1)nnπ = − ） 

                   2 [1 cos ]k n
n

π
π

= −  

4

0

k n is odd
n

n is even
π

⎧
⎪= ⎨
⎪⎩

 

       ∴ 
1,3,5,...

4 sin( )
n

k nxf x
nπ

∞

=

= ∑  

              
0

4 sin(2 1)
2 1m

k m x
mπ

∞

=

+
=

+∑  

 
 

       ( )
2

f kπ
=

4 1 1 1(1 ...)
3 5 7

k
π

= − + − +              （∵
0

( )
0

k if x
f x

k if x
π

π
− − < <⎧

= ⎨ < <⎩
） 

       ⇒ 1 1 11 ...
3 5 7 4

π
− + − + =  

 
Any period 2p L=  
 

( ) ( )f x p f x+ =  

0
1

( ) ( cos sin )n n
n

n x n xf x a a b
L L
π π∞

=

= + +∑  

∴ 0
1 ( )

2
L

L
a f x dx

L −
= ∫  

1 ( ) cos
L

n L

n xa f x dx
L L

π
−

= ∫  

1 ( )sin
L

n L

n xb f x dx
L L

π
−

= ∫  

 

eq：a periodic square wave 
0 2 1

( ) 1 1
0 1 2

x
f x k x

x

− < < −⎧
⎪= − < <⎨
⎪ < <⎩

 

        2 4p L= =  ⇒ 2L =  

        
2

0 2

1 ( )
4

a f x dx
−

= ∫  
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1

1

1
4

kdx
−

= ∫ 2
k

=  

1

1

1 cos
2 2n

n xa k dxπ
−

= ∫
1

1

sin
2

k n x
n

π
π −

=  

(sin sin )
2 2

k n n
n

π π
π

−
= −

2 sin
2

k n
n

π
π

=  

1

1

1 sin 0
2 2n

n xb k dxπ
−

= =∫  

 

        2 1 3 1 5( ) (cos cos cos ...)
2 2 3 2 5 2
k k x x xf x π π π

π
= + − + −  

 

eq：Half-wave rectifier 
0 0

( )
sin 0

L t
f t

E t t Lω
− < <⎧

= ⎨ < <⎩
 

       22p L π
ω

= =  ⇒ L π
ω

=  

       0 0
sin

2
a E tdt

π
ωω ω

π
= ∫

E
π

=  

       
0

sin cosna E t tdt
π
ωω ω ω

π
= ∫ 0

[sin(1 ) sin(1 ) ]
2

E n t n t dt
π
ωω ω ω

π
= + + −∫  

2

2
( 1)

E
n π

= −
−

     n=2,4,… 

       
0

sin sinnb E t tdt
π
ωω ω ω

π
= ∫  

       1 2
Eb = ， 0nb = ，n=2,3,… 

       2 1 1( ) sin ( cos 2 cos 4 ......)
2 1 3 3 5

E E Ef x t t tω ω ω
π π

= + − + +
⋅ ⋅

 

 
 

Even and Odd Function 
 
（1） ( ) ( )f x f x− =       even function 
                      ⇒ 0nb =  

⇒ 0
1

( ) cosn
n

n xf x a a dx
L
π∞

=

= +∑  

 
（2） ( ) ( )f x f x− = −      odd function 

⇒ 0 0na a= =  

⇒ 
1

( ) sinn
n

n xf x b dx
L
π∞

=

=∑  

 
eq： 2( )f x x= ， xπ π− < <  
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        ∵ 2( ) ( ) ( )f x x f x− = − =  
        ∴ 0nb =  

        ⇒ 0
1

( ) cosn
n

n xf x a a dx
L
π∞

=

= +∑  

                 
2

2
0

1
2 3

a x dx
π

π

π
π −

= =∫  

                 21 cosna x nxdx
π

ππ −
= ∫ 21 sin sin[ 2 ]nx nxx x dx

n n

π
π

π
ππ −

−

= − ∫  

                    2 sinx nxdx
n

π

ππ −
= − ∫  

                    2 cos cos[ ( ) ( ) ]nx nxx dx
n n n

π
π

π
ππ −

−

= − − − −∫  

                    2 cos cos[ ( ) ( )( )]n n
n n n

π ππ π
π

= − − − − 2

4 ( 1)n

n
= −  

          2( )f x x=
2

2
1

( 1) 4cos
3

n

n

nx
n

π ∞

=

−
= +∑  

                  
2

2 2 2

1 1 14( cos cos 2 cos3 ......)
3 1 2 3

x x xπ
= − − + −  

 
 

          0x =  ⇒ 
2

2 2 2

1 1 10 4( ......)
3 1 2 3
π

= − − + −  

⇒ 
2

2 2 2

1 1 1 ......
1 2 3 12

π
− + − =  

⇒ 
2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1...... 2( ......)
12 1 2 3 2 4 6
π

= + + + − + + +  

    1(2) (2)
2

ξ ξ= −  

∴ 
2

(2)
6
πξ =  

又 
2

(4)
96
πξ =  

1 1 1( ) ......
1 2 3n n nnξ = + + +

1

n
n

p
p

=

= ∑       （ ( )nξ  zeta function） 

 
eq： ( )f x x= ， xπ π− < <  

0
1 ( )

2
a f x dx

π

ππ −
= ∫

0

0

1 [ ( ) ]
2

xdx x dx
π

ππ −
= + −∫ ∫ 2

π
=  

2 2

2 1 1[ cos ]na n
n n

π
π

= − 2 2

2 ( 1) 1[ ]
n

n nπ
−

= −  
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2

0
4

n is even
n is odd

n π

⎧
⎪= ⎨
−⎪⎩

 

     2 2 2

4 1 1 1( ) [ cos cos3 cos5 ......]
2 1 3 5

f x x x xπ
π

= − + + +  

 
eq： ( ) sinf x x= ， xπ π− < <  

    另外再問 1、 2
1

1 ?
4 1n n

∞

=

=
−∑      2、 2

1

( 1) ?
4 1

n

n n

∞

=

−
=

−∑  

        0 0

12 sin
2

a xdx
π

π
= ⋅ ∫ 0

1 2cos x π

π π
= =  

 

0

12 sin cos
2na x nxdx

π

π
= ⋅ ∫  

0 0

2 1 1[ sin(1 ) sin(1 ) ]
2 2

n xdx n xdx
π π

π
= + + −∫ ∫  

          
0 0

2 1 1[ cos(1 ) cos(1 ) ]
1 1

n x n x
n n

π π

π
−

= + − −
+ −

 

          2 1 1 1 1[( ) ( cos(1 ) cos(1 ) )]
1 1 1 1

n x n
n n n n

π π
π

= + − + + −
+ − + −

 

          2

2 1
1 nπ

=
−

   when n=2,4,… 

 

        ∴ 2
2,4,...

2 2 1( ) cos
1n

f x nx
nπ π

∞

=

= +
−∑  

 
 

        0x =  ⇒ 2
1

2 4 10
1 4m mπ π

∞

=

= +
−∑  

              ⇒ 2
1

1 1
4 1 2n n

∞

=

=
−∑  

 
 

        
2

x π
=  ⇒ 2

1

2 4 ( 1)1
1 4

m

m mπ π

∞

=

−
= +

−∑  

⇒ 2
1

( 1) 1
4 1 2 4

n

n n
π∞

=

−
= −

−∑  

 
 

eq：
0 0

( )
0

x
f x

h x
π

π
− < <⎧

= ⎨ < <⎩
 

       ( 2 ) ( )f x f xπ+ =  
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       2 2p L π= = ， L π=  

       0
1 ( )

2
a f x dx

π

ππ −
= ∫ 0

1
2

hdx
π

π
= ∫  

2
h

=  

 

0

1 cosna h nxdx
π

π
= ∫ 0

1 sinh nx
n

π

π
= ⋅  

0=  
 

0

1 sinnb h nxdx
π

π
= ∫ 0

1 cosh nx
n

π

π
= − ⋅  

(1 cos )h n
n

π
π

= −  

0
2

n is even
h n is odd

nπ

⎧
⎪= ⎨
⎪⎩

 

 

       ∴
1,3,5,...

2 1( ) sin
2 n

h hf x nx
nπ

∞

=

= + ∑  

 
 

Half-Range Expansion 
 
（1）全幅： 

2p L l= = ，
2
lL =  

0
1

2 2( ) ( cos sin )n n
n

n x n xf x a a b
l l
π π∞

=

= + +∑

           0 0

1 ( )
l

a f x dx
l

= ∫  

0

2 2( )cos
l

n
n xa f x dx

l l
π

= ∫  

0

2 2( )sin
l

n
n xb f x dx

l l
π

= ∫  

 

 

（2）半幅餘弦展開：（偶函數） 
2 2p L l= =  

     0
1

( ) cosn
n

n xf x a a
l
π∞

=

= +∑  

           0 0

1 ( )
l

a f x dx
l

= ∫  

0

2 ( )cos
l

n
n xa f x dx

l l
π

= ∫  
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（3）半幅正弦展開：（奇函數） 
2 2p L l= =  

     
1

( ) sinn
n

n xf x b
l
π∞

=

=∑  

           
0

2 ( )sin
l

n
n xb f x dx

l l
π

= ∫  

  
 

Complex Fourier Series 

0
1

( ) ( cos sin )n n
n

f x a a nx b nx
∞

=

= + +∑  

0
1
[ ( ) ( )]

2 2

inx inx inx inx

n n
n

e e e ea a b
− −∞

=

+ −
= + +∑  

0
1
[( ) ( ) ]

2 2 2 2
inx inxn n n n

n

a b a ba e e
i i

∞
−

=

= + + + −∑ ………………….(1) 

inx
n

n
c e

∞

=−∞

= ∑  

 (1)式： 0
1

( ) [ ]inx inx
n n

n
f x a c e k e

∞
−

=

= + +∑  

∴ 1 ( )
2

n
n n

bc a
i

= +
1 ( )

2
inxf x e dx

π

ππ
−

−
= ∫  

1 ( )
2

n
n n

bk a
i

= −
1 ( )

2
inxf x e dx

π

ππ −
= ∫       n=1,2,3,…… 

 

⇒ ( ) inx

n
nf x c e

∞

=−∞

= ∑  

 
( )( ) imx i n m x

nf x e dx c e dx
π π

ππ

− −
−−

= ∑∫  

2n nm
n

c πδ=∑  

2 mcπ=  
 

⇒ 1 ( )
2

inx
nc f x e dx

π

ππ
−

−
= ∫  

 
 

ex： 2( ) 2f x x xπ= − ，0 2x π≤ ≤  

    
2

2

2 2( ) ( )
3

n

inx

n
c

f x e
n

π

=

∞

=−∞

= + −∑      0n ≠  

        
2 2

0 0

1 (2 )
2

c x x dx
π

π
π

= −∫
22 3

0

1 [2 ( ) ]
2 2 3

x x
π

π
π

= −  
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3
31 8[4 ]

2 3
ππ

π
= − 22

3
π=  

 
 

Fourier Integrals（可用來處理非週期性函數） 
 
考慮週期函數 ( )f x ， 2p L=  

0
1

( ) ( cos sin )n n n n
n

f x a a x b xω ω
∞

=

= + +∑  

（ n
n
L
πω = ） 

     
1

1 1( ) [cos ( ( ) cos ) sin ( ( )sin )]
2

L L L

n n n nL L L
n

f x dx x f v vdv x f v vdv
L L

ω ω ω ω
∞

− − −
=

= + +∑∫ ∫ ∫  

1
( 1)

n n
n n

L L L
π π πω ω ω+

+
Δ = − = − =  

L →∞， dω ωΔ →  

0
1n n

∞ ∞∞ ∞

−∞
=−∞ =

→ ⇒ →∑ ∑∫ ∫  

nω ω→  
 

0

1( ) [cos ( ( ) cos ) sin ( ( )sin )]
L

f x x f v vdv x f v vdv dω ω ω ω ω
π

∞ ∞ ∞

−∞ −∞→∞
= +∫ ∫ ∫  

⇒ 
0

( ) [ ( ) cos ( )sin ]f x A x B x dω ω ω ω ω
∞

= +∫  

1( ) ( )cosA f v vdvω ω
π

∞

−∞
= ∫  

1( ) ( )sinB f v vdvω ω
π

∞

−∞
= ∫  

 
ex：single pulse 脈衝 

 
11

( )
10

x
f x

x
⎧ <⎪= ⎨ >⎪⎩

 

1( ) ( )cosA f v vdvω ω
π

∞

−∞
= ∫  

1

1

1 cos vdvω
π −

= ∫
1

1

1 1 sin vω
π ω −

= ⋅
2sinω
πω

=  

1( ) ( )sinB f v vdvω ω
π

∞

−∞
= ∫  

1

1

1 sin 0vdvω
π −

= =∫  

0

2sin( ) ( ) cosf x xdω ω ω
πω

∞
= ∫ 0

2 sin cos xdω ω ω
π ω

∞
= ∫  
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0x =        
0

2 sin 1dω ω
π ω

∞
=∫  ⇒ 

0

sin
2

dω πω
ω

∞
=∫  

 

0 1x≤ <      
0

2 sin cos1 xdω ω ω
π ω

∞
= ∫  ⇒ 

0

sin cos
2

xdω ω πω
ω

∞
=∫  

 

1x >        
0

2 sin cos0 xdω ω ω
π ω

∞
= ∫  ⇒ 

0

sin cos 0xdω ω ω
ω

∞
=∫  

 

1x =        
0 0

sin cos 1 sin 2 (2 )
2 2 4

d dω ω ω πω ω
ω ω

∞ ∞
= =∫ ∫  

 
 

       ∴ 
0

0 1
2

sin cos 1
4
0 1

x

xd x

x

π

ω ω πω
ω

∞

⎧ ≤ <⎪
⎪
⎪= =⎨
⎪

>⎪
⎪⎩

∫  

 
 

ex：
0

( )
00

x xe
f x

x

− >⎧
= ⎨ <⎩

 

 
 

        
0

( ) [ ( ) cos ( )sin ]f x A x B x dω ω ω ω ω
∞

= +∫  

        1( ) ( )cosA f v vdvω ω
π

∞

−∞
= ∫

1 cosve vdvω
π

∞ −

−∞
= ∫  

 

0
0

sin sincos ( )( )v v vv ve vdv e e dvω ωω
ω ω

∞
∞ ∞− − −

−∞
= − −∫ ∫  

                     
0

1 sinve vdvω
ω

∞ −= −∫  

                     
0

0

1 cos cos[ ( ) ( )( ) ]v vv ve e dvω ω
ω ω ω

∞
∞− −= − − −∫  

0

1 1 1[ cos ]ve vdvω
ω ω ω

∞ −= − −∫  
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2

1
1 ω

=
+

 

 

2

1 1( )
1

A ω
π ω

= ⋅
+

 

         1( ) ( )sinB f v vdvω ω
π

∞

−∞
= ∫ 2

1
1
ω

π ω
= ⋅

+
 

         20

1 cos sin( ) [ ]
1
x xf x dω ω ω ω

π ω
∞ +

=
+∫  

 
 

          0x =  20

1 1(0) [ ]
1

f dω
π ω

∞
=

+∫  

1

0

1 1tan
2

ω
π

∞−= =  

1(0) [ (0 ) (0 )]
2

f f f+ −= +  

 
Dirichlet 定理： 

0 0 0
1( ) [ ( ) ( )]
2

f x f x f x+ −= +  

 
 

 
Fourier Transform 
 

0
( ) [ ( ) cos ( )sin ]f x A x B x dω ω ω ω ω

∞
= +∫  

1( ) ( )cosA f v vdvω ω
π

∞

−∞
= ∫  

1( ) ( )sinB f v vdvω ω
π

∞

−∞
= ∫  

 
 

0

1( ) [ ( ) cos( ) ]f x f v x v dv dω ω ω
π

∞ ∞

−∞
= −∫ ∫               1 ( )sin( ) 0

2
f v x v dvd

ω

ω ω ω
π

∞ ∞

−∞ −∞
− =∫ ∫

的奇函數

 

1 ( )cos( )
2

f v x v dvdω ω ω
π

∞ ∞

−∞ −∞
= −∫ ∫  

( )1 ( )
2

i x vf v e dvdω ω
π

∞ ∞ −

−∞ −∞
= ∫ ∫ ………（complex Fourier integral） 

 
1( ) ( ) ( )
2

i xf f x e dx fωω
π

∞ −

−∞
= ≡∫ F  

1( ) ( )
2

i xf x f e dωω ω
π

∞

−∞
= ∫ ………（inverse Fourier transform） 
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    ( )1 ( )
2

i x vf v e dvdω ω ω
π

∞ ∞ −

−∞ −∞
= ∫ ∫  

 
1( )

2
i xx e dxωδ

π
∞

−∞
= ∫  

 
 

ex： ( ) 1f x =  

       1( ) ( )
2

i xf f x e dxωω
π

∞ −

−∞
= ∫  

1
2

i xe dxω

π
∞ −

−∞
= ∫  

2 ( )πδ ω=  
 

 

ex：
2

2( )
x

f x e
−

=  

    
2

21( )
2

x
i xf e e dxωω

π

∞ − −

−∞
= ∫  

21 ( 2 )
21

2
x i x

e dx
ω

π
∞ − +

−∞
= ∫  

2 21[( ) ]
21

2
x i

e dx
ω ω

π
∞ − + +

−∞
= ∫

21
2e
ω−

=  

 
2 2

0
2x xe dx e dx

∞ ∞− −

−∞
=∫ ∫                     2y x≡  ⇒ 2dy xdx=  

1
2

0

12
2

ye y dy
∞ −−= ⋅∫                      ⇒ 

1
21

2
dx y dy=  

1( )
2

= Γ  

π=  
 
 

221 ( )
22 2 ( )

2

x
x xe dx e d

−∞ − ∞

−∞ −∞
=∫ ∫  

2π=  
 

 
1、 { ( ) ( )} { ( )} { ( )}af x bg x a f x b g x+ = +F F F     （linearity） 
 
2、 { ( )} { ( )}f x i f xω′ =F F  

1{ ( )} ( ) { ( )}
2

i xf x f x e dx i f xω ω
π

∞ −

−∞
′ ′= =∫F F  
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2{ ( )} ( ) { ( )}f x i f xω′′ =F F  
 

 

ex：
2

( ) xf x xe−=                    
2

2
41{ }

2
ax ae e

a

ω
−− =F  

    
2

{ ( )} { }xf x xe−=F F  
21{ }

2
xe−−=F  

21 ( ) { }
2

xi eω −−= F  
2

4

2 2
i e

ωω −
−=  

 

ex：
( )

1{ ( ) } { ( )}
g x

t
f d f x

i
τ τ

ω∞
=

−
=∫F F  

        ( ) ( )f x g x′=  
        { ( )} { ( )} ( ) { ( )}f x g x i g xω′= =F F F  

        ⇒ 1{ ( )} { ( )}g x f x
iω

=F F  

 
 

 

ex： 44 ( ) xy y x eθ −′ − =       
1 0

( )
0 0

x
x

x
θ

≥⎧
= ⎨ <⎩

 

 
4 (4 )1 1( ) ( )

2 2
x i x i xx e e dx x e dxω ωθ θ

π π
∞ ∞− − − +

−∞ −∞
=∫ ∫  

(4 )

0

1
42

i xe
i

ω

ωπ

∞− +−
=

+
 

 

        1 14
4 2

i Y Y
i

ω
ω π

− =
+

 

        2

1 1( )
162

Y ω
ωπ

= −
+

 

        1
2

1 1( ) { }
162

y x
ωπ

−= −
+

F

4

4

1
08

1 0
8

x

x

e x
xe−

⎧ −⎪ <⎪= ⎨ ≥⎪−
⎪⎩

 

       （ 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( )
8 4 4 8 4 42 2i i i i iω ω ω ωπ π

− = − +
+ − − +

） 



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

（ 2 2

2 ( )ax ae
aπ ω

− =
+

， 0a > ） 

 
 

Convolution（卷積） 
 

( )( ) ( ) ( )f g x f t g x t dt
∞

−∞
∗ = −∫  

( ) ( )f x t g x dt
∞

−∞
= −∫  

 
⇒ { } 2 { } { }f g f gπ∗ =F F F  
 

pf： 1{ } ( ) ( )
2

i xf g f t g x t e dtdxω

π
∞ ∞ −

−∞ −∞
∗ = −∫ ∫F  

1 ( ) ( )
2

i

q

xf t g x t e dxdtω

π
∞ ∞ −

−∞ −∞ =
= −∫ ∫                  x t q− =  ⇒ x t q= +  

            ( )1 ( ) ( )
2

i t qf t g q e dqdtω

π
∞ ∞ − +

−∞ −∞
= ∫ ∫                          ⇒ dx dq=  

          )1 ( ( ) )( ( ) )
2

i t i qf t e dt g q e dqω ω

π
∞ ∞− −

−∞ −∞
= ∫ ∫  

          2 { } { }f gπ= F F  
 

 
ex： -1 -1

2

5 5 1{ } {( )( )}
2 3 2 1i i iω ω ω ω

=
− + + +

F F  

                      2 1( 2 5 ( ) ) ( 2 ( ) )
2

x xx e x eπ θ πθ
π

− −= ⋅ ∗  

 
-1 21{ } 5 ( )

2
x i xf x e e dxωθ

π
∞ − −

−∞
= ∫F  

(2 )

0

1 5
2

i xe dxω

π
∞ − += ∫  

(2 )

0

1 5( )
22

i xe
i

ω

ωπ

∞− +

= −
+

 

1 5
22 iωπ

=
+

 

                       
2 ( )2 5 ( ) ( )t x tt e x t e dtπ θ θ

∞ − − −

−∞
= ⋅ −∫  

( )

0
5 2 ( ) x tx t e dtπ θ

∞ − += −∫  

0
5 2 ( )x te x t e dtπ θ

∞− −= −∫  



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

                      
0

5 2
xx te e dtπ − −= ∫  

                      5 2 ( 1)x xe eπ − −= − + ……. 0x ≥  
05 2 (1 )
00

x x xe e
x

π − −⎧ ≥−⎪= ⎨ <⎪⎩
 

 
 


