
應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

 
Residue（留數） 
 

31 2
0 2 3

0 0 0 0

( ) ( ) ...
( ) ( )n

n

aa af z a z z
z z z z z z

∞
−− −

=

= − + + + +
− − −∑  

( )f z ：meromorphic function 
 
 

1( ) 2
c

f z dz iaπ −=∫    residue theorem 

 

0 1
0 0 0

1 1( ) ( )
( )

n
n m mc

n

f z dz a z z dz a dz a dz
z z z z

∞

− − −
=

= − + +
− −∑∫ ∫ ∫ ∫             2,3,...m =  

 

0 0( )nz dzz − =∫
解析函數

 

 

1
0 0

c c

dz dz
z z z z

=
− −∫ ∫

2

00
lim

i

ir

rie d
re

θπ

θ

θ
→

= ∫ 2 iπ=  

        0
iz z re θ= +  

idz rie dθ θ=  
 

2

00
0

lim
( ) ( )

i

m i mr

dz rie d
z z re

θπ

θ

θ
→

=
−∫ ∫

2 (1
1

)

0
0 0

lim m
m

i

r
e di

r
π θ θ−→

−

=

= ∫ =0 

 
 

ex： 4( ) sinf z z z−= ， 1(0)a− =？ 

        
3 5

4

1( ) ( ...)
3! 5!
z zf z z

z
= − + −  

3 1 ...
3! 5!

zz
z

= − + −  

 

        1
1 1(0)
3! 6

a− = − = −  

        4

sin 12 ( )
6 3c

z idz i
z

ππ= − = −∫  

        或是 4 0

sin 2 (sin )
3! 3zc

z i idz z
z

π π
=

′′′= = −∫  

 
 

( )
20 0

0 0 0 0 0

1 1
0 0

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ... ( ) ...( ) 2! !
( ) ( )

n
n

n n

f z f zf z f z z z z z z zf z ndz dz
z z z z+ +

′′
′+ − + − + + − +

=
− −∫ ∫  



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

1 02 ( )ia zπ −= ( )
0

2 ( )
!

ni f z
n
π

=  

 
 

ex： 2 2

( 2)( )
( 1) ( 4)

z zf z
z z

−
=

+ +
之留數 

        1 2
1

( 2) 14( 1) ( )
4 25z

d z za
dz z−

=−

−
− = = −

+
 

        1 2
2

( 2) 7(2 )
( 1) ( 2 ) 25z i

z z ia i
z z i−

=

− +
= =

+ +
          ∵ ( 2 )z i− 僅一次方 

1 2
2

( 2) 7( 2 )
( 1) ( 2 ) 25z i

z z ia i
z z i−

=−

− −
− = =

+ −
 

 
 

ex：求
1( )
sin

f z
z z

=
−

在 0z = 的留數 

        3 5
1( )

( ...)
3! 5!

f z
z zz z

=
− − + −

3
2

1
3!(1 ...)

3! 5!
x

z z
=

=
− +

 

2 31 1 ...
1

x x x
x
= + + + +

−
 

            2 2 2
3

3! 3! 3![1 ( ...) ( ...) ...]
5! 5!

z z
z

= + + + + +  

       1
3!3! 3(0)
5! 10

a− = =  

 
 

ex：
2

4( 1)

z

c

e dz
z +∫ ，c： 3z =  

        
2

14 2 ( 1)
( 1)

z

c

e dz ia
z

π −= −
+∫  

                   2

1

12 ( )
3!

z

z
i eπ

=−
′′=               

2
2 3

1

( )... ( 1) ...
3!

z
z

z

ee z
=−

′′
= + + +  

2

8
3

i
e
π

=  

 
 

ex： 2
2

tan

4
c

z dz
z π+

∫ ，c： 2z =  



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

        1 1 1 12
2 2 2
tan 2 [ ( ) ( ) ( ) ( )]

2 2
4

c

z dz i a i a i a a
z

π πππ π
π − − − −= + + + −−

+
∫  

（
2
π
、

2
π

− 為 tan z的根） 

        1

2

tan( )
2

2 z i

za i
z i

π

π
π−

=

=
+

tan
2

i

i

π

π
=

tanh
2
π

π
= −  

        1

2

tan( )
2

2 z i

za i
z i

π

π
π−

=−

− =
−

tan( )
2

i

i

π

π

−
=

−

tanh
2
π

π
=  

                              sin( ) sinhi iθ θ= ， cos( ) coshiθ θ=  
                              tan( ) tani iθ θ=  

        1 2
2

2

sin
cos( ) lim( )

2 2
4

z

z
za z

z
π

π π
π−

→
= −

+
2

2

( ) sin2lim
cos

2
z

z z
zπ

π

π→

−
= 2

2
π

= −  

        1 2

2

( ) sin2( ) lim
2 cos

2
z

z za
zπ

π
π

π−
→−

+
− = 2

2
π

= −  

 

        2 2
2

tan 2 42 [ tanh ]
2

4
c

z dz i
z

ππ
π π π

= −
+

∫  

 
 

ex：
cosh

ze dz
z∫ ，c： 5z =  

cosh 0z =  ⇒ 0
2

z ze e−+
=  ⇒ 0z ze e−+ =  ⇒ 2 1 0ze + =  

          ⇒ 2 ( 2 )1z i ne e π π+= − =  ⇒ (2 1)
2
iz n π= +  

        1 1 1 1
3 32 [ ( ) ( ) ( ) ( )]

cosh 2 2 2 2

ze dz i a i a i a i a i
z

π π π ππ − − − −= + − + + −∫  

        1

2

( ) lim ( )
2 2 cosh

z

z i

ea i z i
zπ

π π
−

→
= − 2

2

2lim ( )
cosh

i

z i

z i
e

z

π

π

π

→

−
= 21( )

sinh
2

i
e

i

π

π= 1i
i

= =  



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

                                                 
2 2 2sinh

2 2 2

i i
e e ii

π π

π −
= =  

2 cos
2

i
e
π π
=

0

sin
2

i π
=

+  

1( ) 1
2

a iπ
− − =  

1
3( ) 1
2

a iπ
− =  

1
3( ) 1
2

a iπ
− − =  

 

8
cosh

ze dz i
z

π=∫  

 
 

（I）三角函數定積分 
2

0
(sin ,cos )I F d

π
θ θ θ= ∫  

1 1cos ( )
2

z
z

θ = +  

1 1sin ( )
2

z
i z

θ = −  

iz e θ=  ⇒ idz ie dθ θ=  ⇒ dzd
iz

θ =  

 
ex：

2

0 2 cos
dI

π θ
θ

=
−∫ ，c： 1z =  

         1 12 ( )
2

c

dz
iz

z
z

=
− +

∫
2

1[2 2 ( )]
c

dz
i z z

z

=
− +

∫ 2
2

2 2 1c

dzi
z z

=
− +∫  

2
( 2 1)( 2 1)c

dzi
z z

=
− − − +∫  

         

1
22 (
2 1

i
z

=
− −

0
1
2 )
2 1c

dz
z

=

−
+

− +∫  

                 2 2 2 1 0z z− + =  
2 2 8 4

2
z ± −
= 2 1= ± （正不合） 

∵ 2 1 1+ >  
 

 



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

ex：
2

0

cos3
5 4cos

I d
π θ θ

θ
=

−∫  

             iz e θ=  ⇒ 
1

cos
2

z zθ
−+

=  ⇒ dzd
iz

θ =  

             3 3iz e θ= ，
3 3

cos3
2

z zθ
−+

=  

        
1

3 3

1 ( )
2

5 4
2

c

z z dzI
z z iz

−

−

+
=

+
− ⋅

∫
6

3

1 1
14 ( 2)( )
2

c

z dz
i z z z

+
= −

− −
∫  

z 前面的係數盡量為 1，不然後續處理會很麻煩！ 

          1 21 652 [ ]
4 4 12 12

i
i

ππ= − ⋅ − =  

 
 

ex： 20 1 sin
dI

π θ
θ

=
+∫  

0 1 cos 21
2

dπ θ
θ=

−
+

∫ 0

2
3 cos 2

dπ θ
θ

=
−∫ 1

2

2

0

2

3 cosd d

d
θ φ

φ

π

θ

φ
φ=

=

=
−∫  

         2

2
6 1c

i dz
z z

=
− +∫ 2 ( )

8 2
ii ππ= − =  

 
 

ex：
22

0

sin
2 cos

I d
π θ θ

θ
=

+∫  

         
4 2

2 2

2 1
2 ( 4 1)
i z z dz

z z z
− +

=
+ −∫ 2 ( 4 2 3)

2
iiπ= ⋅ − + (4 2 3)π= −  

 
 

ex：
2

20 1 2 cos
dI

p p
π θ

θ
=

− +∫ ，0 1p< <  

         1
21 2 ( )

2
c

dz
iz

z zp p
−=

+
− +

∫ 2 2(1 )c

i dz
pz p z p

=
+ + +∫  

( )( 1)c

i dz
z p pz

=
− +∫ 22 ( )

1
ii

p
π=

− 2

2
1 p

π
=

−
 

 
 

（II） ( )f x dx
∞

−∞∫  

 
 



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

ex： 20

1
1

I dx
x

∞
=

+∫ 1

0
tan x

∞−=
2
π

=  

 
 

（補圖） 
 
 

        另解： 2

1 1
2 1

I dx
x

∞

−∞
=

+∫  

              12

1 2 ( )
1

J dz ia i
z

π −= =
+∫  

              2 20 0
1

1 1
dr dx

r x
∞ ∞

= =
+ +∫ ∫  

0 0

2 2 20
2

1 1 ( ) 1
dz dr dx

z r x
∞

∞ −∞

−
= = =

+ + − +∫ ∫ ∫ （ r x→− ） 

       （ iz re rπ= = − ） 

2 2 2 20 0 0
3 lim lim 0

1 1 1

i i

ir r

dz rie d re d
z r e r

θ θπ π

θ

θ θ∞

→∞ →∞
= = ≥ →

+ + +∫ ∫ ∫  

 

              2 21 1RC

dx dzJ
x z

∞

−∞
= +

+ +∫ ∫
0

2I
=

=  

              1
1 1( ) ( )

( )( ) 2z i

a i z i
z i z i i−

=

= − =
− +

 

              1 12 ( )
2 2 2

I i
i

ππ= ⋅ ⋅ =  

 
 

ex： 4

1
1

I dx
x

∞

−∞
=

+∫  

    4 1 0z + =  
4 ( 2 )1 i nz e π π+= − =  

∴ 
3 5 7

4 4 4 4, , ,
i i i i

z e e e e
π π π π

=  
 
 

（補圖） 
 
 

4

1
1

J dx
x

=
+∫  

          
3

4 4
1 12

i i
i a e a e

π π

π − −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

          4 41 1
dx dz

x z
∞

−∞
= +

+ +∫
0

CR
I

=

=∫  

       
4

4 4
1 4

1
1 i

i i

z e

a e z e
z π

π π

−
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 4

3

1
4 i

z ez π

=

=
3
41

4
i

e
π

−
=  

3
4

3 3
4 4

1 4

1
1 i

i i

z e

a e z e
z π

π π

−
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3
4

3

1
4 i

z ez π

=

=
9
41

4
i

e
π

−
= 41

4
i

e
π

−
=  

       
3
4 41 12

4 4
i i

I i e e
π π

π
− −⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

         3 3cos sin cos sin
2 4 4 4 4
i i iπ π π π π⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

         2 2 2 2
2 2 2 2 2
i i iπ ⎛ ⎞

= − − + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ 2

π
=  

 
 

ex： 2 2 2( 1)( 4)
dxI

x x
∞

−∞
=

+ +∫  

    2 1 0z + = , z i= ±  
        2 4 0z + = , 2z i= ±  

        2 2 2( 1)( 4)
dzJ

z z
=

+ +∫  

          2 2 2 2 2 2( 1)( 4) ( 1)( 4)CR

dx dz
x x z z

∞

−∞
= +

+ + + +∫ ∫  

        [ ]1 12 ( ) (2 )J i a i a iπ − −= +  

        1 2 2 2 2

1 1 1( )
( 1)( 1) (2 )(3 ) 18z i

a i
z z i i−

=

= = =
+ + 18

i−
=  

        1 2 2 2
2

1 11(2 )
( 1)( 1) 288z i

d ia i
dz z z−

=

= =
+ +

 

        11 52
18 288 144
i iJ i ππ ⎛ ⎞= − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
 

ex：
2

4 2

1
5 4

xI dx
x x

∞

−∞

−
=

+ +∫  

    
2

4 2

1
5 4

zJ I
z z

−
= =

+ +∫                  4 2 2 25 4 ( 4)( 1)z z z z+ + = + +  

      [ ]1 12 ( ) (2 )i a i a iπ − −= +                2 ,z i i= ± ±  

          52
3 12
ii iπ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

 



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

6
π

=  

 
 
 

 
ex： 4 20 1

dxI
x x

∞
=

+ +∫  

4 2

1
2 1

dx
x x

∞

−∞
=

+ +∫                           4 2 1 0z z+ + =  

4 2 1
dzJ

z z
=

+ +∫                              2 1 1 4 1 3
2 2

iz − ± − − ±
= =  

         4 2 4 21 1CR

dx dz
x x z z

∞

−∞
= +

+ + + +∫ ∫ 2I=                          

2
3

4
3

i

i

e

e

π

π

⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

 

         
2

3 3
12

i i
i a e a e

π π

π −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

       3
6

I π=  

 
 

ex： 2 2 20 ( )
dxI

x a
∞

=
+∫       0a >  

         2 2 2

1
2 ( )

dx
x a

∞

−∞
=

+∫  

       2 2 2( )
dzJ

z a
=

+∫ 2 2 2 2 2 2( ) ( )CR

dx dz
x a z a

∞

−∞
= +

+ +∫ ∫ 2I=  

         [ ]12 ( )i a aiπ −=  

       2
1( ) ( )

z ai

da ai z ai
dz

−
−

=

⎡ ⎤= +⎣ ⎦
32( )

z ai
z ai −

=
= − +  

             3 3

12
(2 ) 4

i
ai a

= − = −  

       3

1 2
2 4

iI i
a

π −⎛ ⎞= ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠ 34a

π
=  

 
 

（III） ( )iaxe f x dx
∞

−∞∫  

0a >  取上半平面 
0a <  取下半平面 

 
     Jordan’s lemma 

0a >  



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

lim ( ) 0

( )
z

f

iaz

z
RI e f z dz

→∞
→

= ∫  

             0 arg z π< < , iz Re θ= , idz Rie dθ θ=  

       ( )

0
( )

iia Re i ie f Re Rie d
θπ θ θ θ= ∫  

                  lim ( ) 0i

R
f Re θ

→∞
=  ⇒ lim ( )i

R
f Re θ ε

→∞
< （無限小的數） 

                  1ie θ = , ( ) ( )f z dz f z dz≤∫ ∫  

RI=  
cos sin

0
( )ia R i i ie f Re Rie d

π θ θ θ θ θ+= ∫  

sin2
0

2 aRR e d
π

θε θ−≤ ∫                             
0sin sin

2
(

2
)

( )aR aRe d e d

θ π θ

π θ θ
π πθ θ− −

→ −

= −∫ ∫  

2
2

0
2

aR
R e d

π θ
πε θ

−
≤ ∫  

2

12
aReR

aR
ε

π

−−
= ⋅  

R

a
π ε

→∞

→  

∴ lim 0RR
I

→∞
→  

 
 

（補圖） 

⇒ 2sinθ θ
π

≥  

 
 

 

ex： 21

ixeI dx
x

∞

−∞
=

+∫  

        21

izeJ dz
z

=
+∫ 21

iz

CR

eI dz
z

= +
+∫ 12 ( )ia iπ −=  

             ( z x iy→ + ) 

        
1

1( )
2

iz

z i

e ea i
z i i

−

−
=

= =
+

 

        ∴ 12
2

I i
ie e

ππ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
ex： 2

sin
2 5

x xI dx
x x

π∞

−∞
=

+ +∫  



應用數學筆記 

紋的筆記-應用數學 

    2 2 5

i z

m
zeJ I dz

z z

π

=
+ +∫          1 2z i= − ±  

      ( )12 1 2mI ia i Iπ −= − + =⎡ ⎤⎣ ⎦  

        1
1 2

( 1 2 )
1 2

i z

z i

ea i
z i

ππ
−

=− +

− + =
+ +

 

                  
2(1 2 )

4
i e
i

π−−
=             cos( ) sin( ) 1ie iπ π π− = − + − = −  

        ⇒ 
2

2(1m
4

I 2 )2 i eI i e
i

π
ππ π

−
−⎡ ⎤−

= = −⎢ ⎥
⎣ ⎦取虛部

 

 
 

ex： 20

cos
1

mxI dx
x

∞
=

+∫                    0m < （取下半面） 

      2

1 Re( )
2 1

imxe dx
x

∞

−∞
=

+∫  

2

1 Re
2 1

imxe dx
x

∞

−∞
=

+∫  

       12 2 ( )
1

imzeJ dz ia i
z

π −−= =
+∫    下半面呈現順時針，所以有負號。 

       1( )
2

imz m

z i

e ea i
z i i−

=−

= =
− −

 

       1 1Re 2
2 2 2

m
meI i e

i
π π

⎛ ⎞
= − ⋅ =⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 
 

ex： 2 2 2 20

cos
( )( )

xI dx
x a x b

∞
=

+ +∫        ( 0a > , 0b > , a b≠ ) 

         2 2 2 2

1 cos
2 ( )( )

x dx
x a x b

∞

−∞
=

+ +∫  

         2 2 2 2

1 Re
2 ( )( )

ixe dx
x a x b

∞

−∞
=

+ +∫  

        2 2 2 2( )( )

izeJ dz
z a z b

=
+ +∫       ,z ai bi= ± ±       iz 係數為正，取上半部 

          [ ]1 1 02 ( ) ( )i a ai a bi Iπ − −= + =  

        1 2 2 2 2( )
( )( ) 2 ( )

iz a

z ai

e ea ai
z ai z b ai a b

−

−
=

= =
+ + − +

 

        1 2 2( )
2 ( )

bea bi
bi a b

−

− =
−

 



應用數學筆記 
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        0 2 2

1 1Re
2 2 ( )

b ae eI I
a b b a
π − −⎛ ⎞

= = −⎜ ⎟− ⎝ ⎠
 

 
 
 

        若 a b=  ⇒ 3 ( 1)
4

aI a e
a
π −= +  

 
 

（IV）通過極點的積分 

ex： 1
1

I dx
x

∞

−∞
=

−∫  

 
 

（補圖） 
1 iz re θ= +  

idz rie dθ θ=  
 
 

    1
1

J dz
z

=
−∫  

      
0

0
0

1
li. . m

1 1

i

i

I i
princi rple value

dx rie dV
x re

P
θ

θπ

π

θ∞

→−∞

−

= + =
− + −∫ ∫  

        ⇒ 0I iπ− =  ⇒ I iπ=  
 
 
       If  

 
 

（補圖） 
 
 

        
2

. .
1 1 1

i

i

dx rie dJ PV
x re

θπ

θπ

θ∞

−∞
= +

+ + −∫ ∫  

          12 ( ) 2ia i iπ π−= =  
       ⇒ 2I i iπ π+ =  ⇒ I iπ=  
 
 
      ∴ 不管有無包含 pole 均會相同。 
 
 

 
ex：

0

sin. . xI PV dx
x

∞
= ∫  



應用數學筆記 
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1 sin. .
2

xPV dx
x

∞

−∞
= ∫  

         

0

1 . .Im
2

ix

I

e dx
x

PV
∞

−∞
= ∫  

 
 

（補圖） 
iz re θ=  

idz rie dθ θ=  
 
 

        
izeJ dz
z

= ∫
0

( )0

0
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