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＠1 數列與級數 
＠2 等差數列與等差級數（A.P.） 
＠3 等比數列與等比級數（G.P.） 
＠4 調和數列與調和級數（H.P.） 
＠5 有限級數和 
＠6 算數平均與幾何平均 
＠7 無窮等比級數 
＠8 例題 

 
＠1 數列與級數： 

數列： >>=<< ,......,......,,, 321 nn aaaaa  

有限級數： ∑
=

=++++
n

k
kn aaaaa

1
321 ......  

無限級數： ∑
∞

=

=+++++
1

321 ............
n

nn aaaaa  

 

 
＠2 等差數列與等差級數（A.P.）： 

一數列為 1a 、 2a 、 3a 、 4a 、…….. na  
其中 daaaaaa nn =−==−=− −12312 ..........  
就稱此數列為等差數列，而相鄰兩項的差 d 稱為“公差”。 

 
第 n 項的值：一等差數列，首項為 a，公差為 d ，第 n 項為 na  
則 dnaan )1( −+=  

      dknaa kn )( −+=  

已知 a、b 、 c為等差數列，其中
2

cab +
= ，則稱b 為等差中項 

等差級數的和： ])1(2[
22

)(
1

1 dnannaaS n
n −+=

+
=  

n

n

n
n aaaaa ++++=∑

=

......321
1

 

])1([......]3[]2[][ dnadadadaa −+++++++++=  
])1......(321[ dndddan −+++++=  
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ndnan ×
−+

+=
2

)1(1 nda
×

+
=

2
2  

 

 
＠3 等比數列與等比級數（G.P.）： 

一數列為 1a 、 2a 、 3a 、 4a 、…….. na  

其中 r
a
a

a
a

a
a

a
a

n

n =====
−13

4

2

3

1

2 ......  

就稱此數列為等比數列，而相鄰兩項的商數 r 就稱為“公比”。 
 
第 n 項的值：一等比數列，首項為 a，公比為 r ，第 n 項為 na  

則 1−= n
n ara  

kn
kn raa −=  

等比級數的和：
r
ra

S
n

n −
−

=
1

)1(1 （但 1≠r ） 

n

n

n
n aaaaa ++++=∑

=

......321
1

 

132 ...... −+++++= narararara  
)......1( 132 −+++++= nrrrra  

r
ra

n

−
−

=
1

1  

1
1......1 132

−
−

=+++++ −

r
rrrrr

n
n  

證明：假設 132 ......1 −+++++= nrrrrA  
nrrrrrA ++++= ......32  

兩式相減 nrrAA −=− 1  

∴
r
rA

n

−
−

=
1
1 ……得証# 

 

 
＠4 調和數列與調和級數（H.P.）： 

一數列為
a
1
、

da +
1

、
da 2

1
+

、…、
dna )1(

1
−+

、…其倒數為等差數列，稱為調和數列。 

已知 a、b 、 c為調和數列，可知
a
1
、

b
1
、

c
1
為等差數列，其中

ca
acb
+

=
2

，為調和中項。 
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＠5 有限級數和 ∑
=

=
n

k
kn aS

1
： 

設 >< na >< nb 為任一兩個數列，c 為一常數。則 

1.∑ ∑ ∑
= = =

+=+
n

k

n

k

n

k
kkkk baba

1 1 1

)(  

2. ∑ ∑ ∑
= = =

−=−
n

k

n

k

n

k
kkkk baba

1 1 1

)(  

3. ∑ ∑
= =

⋅=⋅
n

k

n

k
kk acac

1 1
 

4. ∑
=

⋅=++++=
n

k

cnccccc
1

......  

5. 
2

)1(......321
1

+⋅
=++++=∑

=

nnnk
n

k

 

證明： 12)1( 22 ++=+ kkk  
      11212 22 +×+=  
      12223 22 +×+=  

13234 22 +×+=  
……… 

1)1(2)1( 22 +−+−= nnn  
12)1( 22 ++=+ nnn  

以上等式相加 
→ )1...111()...321(21)1( 22 ++++++++++=+ nn  

nnn −−+=++++ 22 1)1()...321(2 )1( += nn  

      
2

)1(
1

+
=∑

=

nnk
n

k
……得証# 

6. 
2

)12)(1(......321 2222

1

2 ++
=++++=∑

=

nnnnk
n

k

 

證明：已知 133)1( 233 +++=+ kkkk  
      1131312 233 +×+×+=  
      1232323 233 +×+×+=  

1333334 233 +×+×+=  
……… 

1)1(3)1(3)1( 233 +−×+−×+−= nnnn  
133)1( 233 +×+×+=+ nnnn  

以上等式相加 
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→ 3 3 2 2 2 2( 1) 1 3 (1 2 3 ... )n n+ = + × + + + +  
3(1 2 3 ... ) (1 1 1 ... 1)n+ + + + + + + + + +  

nnnnn −
+

×−−+=++++
2

)1(31)1()...321(3 32222  

)1(
2

)1(3)1( 3 +−
+

×−+= nnnn  

]23)1(2[
2

1 2 −−+
+

= nnn )2(
2

1 2 nnn
+

+
=  

∴
2

)12)(1(
1

2 ++
=∑

=

nnnk
n

k
……得証# 

7. 
4

)1(......321
22

3333

1

3 +
=++++=∑

=

nnnk
n

k
 

證明：由 1464)1( 2344 ++++=+ kkkkk 可得証。 
 
 
 
 
 

 

 
＠6 算數平均與幾何平均： 

設 a、b 均非負數，則 abba
≥

+
2

，當 ba = 時，等號成立。 

證明： 0)( 2 ≥− ba  
      02 22 ≥+− baba  
      04)( 2 ≥−+ abba  
      abba 4)( 2 ≥+  

      abba
≥

+
4

)( 2

 

      ∵a、b 均非負數 

∴ abba
≥

+
2

……得証# 

 
推廣：設 1a 、 2a 、 3a 、 4a 、…….. na 均非負數，則 

n
n

n aaaa
n

aaaa
⋅⋅⋅⋅≥

++++
......

...
321

321  

當 naaaa ==== ...321 時，等號成立。 
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＠7 無窮等比級數： 

無窮等比級數 ............ 12

1

1 +++++= −
∞

=

−∑ n

n

n arararaar （ 0≠ar ） 

首 n 項和為
r

ar
r

a
r
raS

nn

n −
−

−
=

−
−

=
111

)1(  

          1.當 1<r 時，
r

aSnn −
=

∞→ 1
lim ，此級數收斂。 

          2.當 1≥r 時，此級數發散。 

兩無窮級數 >< na >< nb 均為收斂，c 為一常數。則 

1. nnnnnnn
baba

∞→∞→∞→
+=+ limlim)(lim  

2. nnnnnnn
baba

∞→∞→∞→
−=− limlim)(lim  

3. )lim()lim()(lim nnnnnnn
baba

∞→∞→∞→
⋅=⋅  

4. 
)lim(

)lim(
)(lim

nn

nn

n

n

n b

a

b
a

∞→

∞→

∞→
= （ 0≠nb ） 

5. nnnn
acac

∞→∞→
⋅=⋅ lim)(lim ，且 cc

n
=

∞→
lim  

6. 1limlim +∞→∞→
= nnnn

aa  

7. 若 Nn ∈∀ ，恆有 nn ba > ，則 nnnn
ba

∞→∞→
≥ limlim  

 
將循環小數化為分數： 

1.
999

.0 abcabc =  

證明： .......0.0 bcabcabcabcaabcx == （1 式） 

........1000 abcabcabcabcabcabcx == （2 式） 

兩式相減，得 
      abcx =999  
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999

.0 abcabcx == ……得証# 

2.
9999

. bcdeabcdea +=  

3.
99900

. bcbcdefadefbca −
+=  

 

 
＠8 例題： 

1.求 =
+⋅

++
⋅

+
⋅

+
⋅ )1(

1......
43

1
32

1
21

1
nn

？ 

ANS：
1

11
)1(

1
+

−=
+⋅ nnnn

 

     ∑∑
== +

−=
+⋅

n

n

n

n nnnn 11
)

1
11(

)1(
1  

∑∑
== +

−=
n

n
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n nn 11 1
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               )
1

11...
4
1
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1

2
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3
1

2
1

1
1(

+
+++++−++++=

nnn
 

               
1

1
1
1

+
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n
 

1+
=

n
n ……# 

 
2.一等差數列，首項為 100，公差為-3，首 n 項和為 nS ，當 n=？時， nS 的最大值=？ 

ANS： nnSn ×
−−+⋅

=
2

)3)(1(1002
有 max 

      即 0)3)(1(100 ≥−−+= nan  
→ ..333.34≤n  
∴ 34=n ， 1717=nS ……# 

 
3.假設兩個等差數列首 n 項的和為 )274(:)17( ++ nn ，則此二數列的第四項的比為何？ 
ANS： 11:10  
 

 

4.數列 >>=<< ,......
4
1,

3
2,

2
3,

1
4,

3
1,

2
2,

1
3,

2
1,

1
2,

1
1

na 的第 100 項為何？ 
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ANS：
9
6  

 
 

5.求 )...321(......)321()21(1 n+++++++++++ 的和？ 

ANS： )2)(1(
6
1

++ nnn  

 
 

6.求 )]1(...433221......[)433221()3221(21 +⋅++⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ nn 為何？ 

ANS： )3)(2)(1(
12
1

+++ nnnn  

 
 

7.求
n++++

++
++

+
+

+
...321

1......
321

1
21

1
1
1

的和？ 

ANS：
1

2
+n
n  

 
 

8.求 1...)2(3)1(21 ⋅++−⋅+−⋅+⋅ nnnn  的和？ 

ANS： )2)(1(
6
1

++ nnn  

 
 

9.一等差數列，其首 n 項和為 nnSn 43 2 += 則 =na ？ 

ANS： 1n n na S S −= − 2 2(3 4 ) [3( 1) 4( 1)] 6 1n n n n n= + − − + − = +  

 
 

10.假設任意兩正數的等差中項為A，等比中項為G（ 0>G ），調和中項為H，試證明 1. AHG =2    
2. HGA ≥≥  

證明：設 a、b 兩數 
 

 



 
數列與級數 

紋的筆記-數列與級數 

11.求無窮級數∑
∞

= +⋅1
)

)2(
1(

n nn
的和？ 

ANS：
4
3  

 
 

12.一球由 30 公尺高的地方落下，每次著地後，彈跳的高度為原來高度的
3
2
，則此球靜止前，

經過的距離為多少公尺？ 
ANS：150 公尺 
 

 
 


