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關於三角函數 

三角函數（Trigonometric function）包含以下六個： 

正弦函數：sine 

符號：sin 

餘弦函數：cosine 

符號：cos 

正切函數：tangent 

符號：tan 

餘切函數：cotangent 

符號：cot 

正割函數：secant 

符號：sec 

餘割函數：cosecant 

符號：csc 

 

銳角三角函數： 

一直角三角形，鄰邊為 X，對邊為 Y，斜邊為 Z，斜邊和鄰邊夾角為θ，如圖，則： 

 

 

sin
Y

Z
θ = =
對邊

斜邊
 

cos
X

Z
θ = =
鄰邊

斜邊
 

sin
tan

cos

Y

X

θ
θ

θ
= = =
對邊

鄰邊
 

1 cos
cot

tan sin

X

Y

θ
θ

θ θ
= = = =
鄰邊

對邊
 

1
sec

cos

Z

X
θ

θ
= = =
斜邊

鄰邊
 

1
csc

sin

Z

Y
θ

θ
= = =
斜邊

對邊
 

 

基本恆等式： 

 

1、倒數關係：
1

sin
csc

θ
θ

= ，
1

cos
sec

θ
θ

= ，
1

tan
cot

θ
θ

=  

1
cot

tan
θ

θ
= ，

1
sec

cos
θ

θ
= ，

1
csc

sin
θ

θ
=  

 

2、平方關係： 2 2sin cos 1θ θ+ =  
2 2tan 1 secθ θ+ =  

2 21 cot cscθ θ+ =  

證明：直角三角函數中， 2 2 2X Y Z+ =  
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2 2

2 2
1

X Y

Z Z
+ =  

2 2sin cos 1θ θ+ =  

得証，以此類推 

 

3、商數關係：
sin

tan
cos

θ
θ

θ
= ，

tan
sec

sin

θ
θ

θ
= ，

sec
csc

tan

θ
θ

θ
=  

          
csc

cot
sec

θ
θ

θ
= ，

cot
cos

csc

θ
θ

θ
= ，

cos
sin

cot

θ
θ

θ
=  

證明：

sin
( )

tan 1cos sec
sin sin cos

θ
θ θ θ
θ θ θ
= = =  

得証，以此類推 

 

4、餘角關係： 0sin(90 ) cosθ θ− = ， 0cos(90 ) sinθ θ− =  
0tan(90 ) cotθ θ− = ， 0cot(90 ) tanθ θ− =  
0sec(90 ) cscθ θ− = ， 0csc(90 ) secθ θ− =  

 

【Note】一般習慣 2 2(sin ) sinθ θ=  

                3 3(sin ) sinθ θ= …… 

但… 1 11
(sin ) sin

sin
θ θ

θ
− −= ≠ …..※ 

 

 

【補充】反函數 

sin aθ =   ⇒  1sin aθ −=  

 

正弦定理與餘弦定理 

在△ABC中，a、b、c分別是∠A、∠B、∠C的對邊，R為△

ABC的外接圓半徑，△為三角形的面積， )(
2

1
cbaS ++= ，如

圖，則： 

一、兩邊夾角的三角形面積 

    CabBcaAbc sin
2

1
sin

2

1
sin

2

1
===∆  

 



 
關於三角函數 

紋的筆記-關於三角函數 第 3頁，共 13 頁

))()(( cSbSaSS −−−=  

PS： ))()(( cSbSaSS −−−=∆ 稱海龍（Heron）公式。 

 

二、正弦定理： R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin
===  

    （1） CBAcba sin:sin:sin:: =  

（2）
∆

====
2

2
sinsinsin

abc
R

C

c

B

b

A

a
 

        （3）
∆

=
4

abc
R  

 

三、餘弦定理：








−+=

−+=

−+=

Cabbac

Bcaacb

Abccba

cos2

cos2

cos2

222

222

222

  即  















−+
=

−+
=

−+
=

ab

cba
C

ca

bac
B

bc

acb
A

2
cos

2
cos

2
cos

222

222

222

 

 

四、投影定理： BcCba coscos +=  

AcCab coscos +=  

AbBac coscos +=  

 

五、平行四邊形定理：平行四邊形各邊的平方和，等於兩對角線的平方和

222222

BDACDACDBCAB +=+++  

 
 

 

六、三角形中線定理：△ABC中，假設 AM 為BC邊上的中線（ CMBM = ），則

)(2
2222

BMAMACAB +=+ ，即 222 )(2
2

1
acbma −+=  



 
關於三角函數 

紋的筆記-關於三角函數 第 4頁，共 13 頁

 
 

七、△ABC中，
2

A
CATBAT =∠=∠  

分角線長：
2

cos
2 A

cb

bc
ta +
=  

 

 

任意角的三角函數：假設某一任意角度為θ，則 

sin
2

i ie e

i

θ θ

θ
−−

=  

cos
2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

( )
tan

i i

i i

i e e

e e

θ θ

θ θθ
−

−

− −
=

+
 

證明： cos sinie iθ θ θ= + …..（Why？高等數學再去證明吧！先用再說！） 

cos sinie iθ θ θ− = −  

      2 sini ie e iθ θ θ−− =  

      ∴ sin
2

i ie e

i

θ θ

θ
−−

= ……以此類推。 

 

 

三角函數間的關係： 

平方和： 

2 2sin cos 1θ θ+ =  
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證明 1：勾股定理：對於一直角三角形，已知 222 ZYX =+  

∴ 2 2 2 2sin cos ( ) ( )
X Y

Z Z
θ θ+ = +  

2

22

Z

YX +
=

2

2

Z

Z
= 1= ……得証# 

 

證明 2：已知 sin
2

i ie e

i

θ θ

θ
−−

= ， cos
2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

2 2 2 2sin cos ( ) ( )
2 2

i i i ie e e e

i

θ θ θ θ

θ θ
− −− +

+ = +  

2 2 2 22 1 2 1
( ) ( )

4 4

i i i ie e e eϖ θ θ θ− −− × + + × +
= +

−
 

1
4

4
== ……得証# 

 

 

 

2 2tan 1 secθ θ+ =  

證明 1：勾股定理：對於一直角三角形，已知 222 ZYX =+  

∴ 2 2 2 2sec tan ( ) ( )
Z Y

X X
θ θ− = −

2

22

X

YZ −
=

2

2

X

X
= 1=  

∴ 2 2tan 1 secθ θ+ = ……得証# 

 

證明 2： 2 2 2 21 sin
sec tan ( ) ( )

cos cos

θ
θ θ

θ θ
− = −  

2 2

2 2

1 sin cos
( ) 1

cos cos

θ θ
θ θ

−
= = = ……得証# 

 

 

2 21 cot cscθ θ+ =  

證明： 

證明 1：勾股定理：對於一直角三角形，已知 222 ZYX =+  

∴ 2 2 2 2csc cot ( ) ( )
Z X

Y Y
θ θ− = −

2

22

Y

XZ −
=

2

2

Y

Y
= 1=  

∴ 2 21 cot cscθ θ+ = ……得証# 
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證明 2： 2 2 2 21 cos
csc cot ( ) ( )

sin sin

θ
θ θ

θ θ
− = −  

2 2

2 2

1 cos sin
( ) 1

sin sin

θ θ
θ θ

−
= = = ……得証# 

 

 

兩角和、兩角差： 

βαβαβα sincoscossin)sin( ±=±  

證明： )
2

)(
2

()
2

)(
2

(sincoscossin
i

eeeeee

i

ee iiiiiiii ββααββαα

βαβα
−−−− −+

±
+−

=±  

)]()[(
4

1 )()()()()()()()( βαβααββαβαβααββα +−−−++−−−+ −−+±−+−= iiiiiiii eeeeeeee
i

 

][
4

2 )()( βαβα ±−± −= ii ee
i

 

)sin( βα ±= ……得証# 

 

 

βαβαβα sinsincoscos)cos( ∓=±  

證明： )
2

)(
2

()
2

)(
2

(sinsincoscos
i

ee

i

eeeeee iiiiiiii ββααββαα

βαβα
−−−− −−++

= ∓∓  

)]}([){(
4

1 )()()()()()()()( βαβααββαβαβααββα +−−−++−−−+ +−−−+++= iiiiiiii eeeeeeee ∓  

)]()[(
4

1 )()()()()()()()( βαβααββαβαβααββα +−−−++−−−+ +−−±+++= iiiiiiii eeeeeeee  

        ][
4

2 )()( βαβα ±−± += ii ee  

)cos( βα ±= ……得証# 

 

 

βα
βα

βα
tantan1

tantan
)tan(
∓

±
=±  

證明：
)cos(

)sin(
)tan(

βα
βα

βα
±
±

=±
βαβα
βαβα

sinsincoscos

sincoscossin

∓

±
=  

βα
βα

βα
βα

βα
βα

coscos

sinsin
1

coscos

sincos

coscos

cossin

∓

±
=

β
β

α
α

β
β

α
α

cos

sin

cos

sin
1

cos

sin

cos

sin

⋅

±

=
∓
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βα
βα

tantan1

tantan

∓

±
= ……得証# 

 

和差化積、積化和差： 

)
2

cos()
2

sin(2sinsin
βαβα

βα
−+

=+  

)]sin()[sin(
2

1
cossin βαβαβα −++=  

證明：已知 βαβαβα sincoscossin)sin( +=+ ……(1) 

βαβαβα sincoscossin)sin( −=− ……(2) 

(1)+(2) → βαβαβα cossin2)sin()sin( =−++  

所以 )]sin()[sin(
2

1
cossin βαβαβα −++= ……得証# 

        假設： A=+ βα ， B=− βα  

則
2

BA+
=α ，

2

BA−
=β ，代入式中 

              得 )]sin()[sin(
2

1
cossin βαβαβα −++=  

 

 

)
2

sin()
2

cos(2sinsin
βαβα

βα
−+

=−  

)]sin()[sin(
2

1
sincos βαβαβα −−+=  

證明： 

 

 

 

 

)
2

cos()
2

cos(2coscos
βαβα

βα
−+

=+  

)]cos()[cos(
2

1
coscos βαβαβα −++=  

證明： 
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)
2

sin()
2

sin(2coscos
βαβα

βα
−+

−=−  

)]cos()[cos(
2

1
sinsin βαβαβα −−+

−
=  

證明： 

 

 

 

 

 

倍角、半角關係： 

α
α

ααα
2tan1

tan2
cossin22sin

+
==  

 

ααα 22 sincos2cos −=  

1cos2 2 −= α  

α
α

α
2

2
2

tan1

tan1
sin21

+

−
=−=  

 

α
α

α
2tan1

tan2
2tan

−
=  

證明：已知
βα
βα

βα
tantan1

tantan
)tan(

−
+

=+  

      βα = 代入得解# 

 

 

α
α

α
cot2

1cot
2cot

2 −
=  

 

ααα 3sin4sin33sin −=  

 

ααα cos3cos43cos 3 −=  

 

2

cos1

2
sin

αα −
±=  
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2

cos1

2
cos

αα +
±=  

 

α
αα

cos1

cos1

2
tan

−
+

±=  

α
α

cos1

sin

+
=

α
α

sin

cos1−
=  

 

 

其他（還要再確認！！） 

...
!7!5!3

sin
753

+−+−=
xxx

xx  

for all values of x 

 

...
!6!4!2

1cos
642

+−+−=
xxx

x  

or all values of x 

 

153
tan

3

++=
x

xx  

 

7642

531

542

31

6
arcsin

753

×××
×××

+
××
××

++=
xxx

xx … 

for |x| £ 1 

 

x
p

x arcsin
2

arccos −=  

 

...
753

arctan
753

+−+−=
xxx

xx  for |x| £ 1. 

 

 

廣義三角函數： 
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三角函數在複數上的應用 

一、假設 biaz += （ Rba ∈, ），在複數平面上表示為 ),()( baPzP = ，θ為以OP為終邊之有向

角，稱為 z之輻角，0 2θ π≤ < 稱為 z之主輻角，以arg z θ= 表示。 

    假設 rbazOP =+== 22  

    cosa r θ= ， sinb r θ=  

    (cos sin )z a bi r iθ θ= + = +  

    稱 (cos sin )r iθ θ+ 為 z的極式。 

 

二、複數的絕對值 

    定義：假設 biaz += （ Rba ∈, ），z的絕對值以 z 表示。定義 22 baz += 。 

    性質：設 Czzz ∈,, 21  

          1. 2121 zzzz ⋅=⋅  

          2.
nn zz = （ Nn∈ ） 

3.
2

1

2

1

z

z

z

z
=  

4. 212121 zzzzzz +≤+≤−  

 

三、共軛複數 

 

 

 

 

四、定理： 

假設 1 1 1 1(cos sin )z r iθ θ= +  

2 2 2 2(cos sin )z r iθ θ= + （ 0, 21 ≥rr ） 

    則 1 2 1 2 1 2 1 2[cos( ) sin( )]z z r r iθ θ θ θ⋅ = + + +  

1 1
1 2 1 2

2 2

[cos( ) sin( )]
z r

i
z r

θ θ θ θ= − + − ，（ 02 ≠r ） 
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1 2 1 2 1 2 1 2[cos( ) sin( )]z z r r iθ θ θ θ⋅ = + + +  

證明： 1 2 1 1 1 2 2 2[ (cos sin )][ (cos sin )]z z r i r iθ θ θ θ⋅ = + +  

           1 2 1 2 1 2 1 2 1 2[(cos cos sin sin ) (sin cos cos sin )]r r iθ θ θ θ θ θ θ θ= − + +  

1 2 1 2 1 2[cos( ) sin( )]r r iθ θ θ θ= + + + ……得証# 

 

1 1
1 2 1 2

2 2

[cos( ) sin( )]
z r

i
z r

θ θ θ θ= − + −  

證明： 

 

 

 

 

五、棣美弗定理： 

    假設 (cos sin )z r iθ θ= + ， 0≥r ， Zn∈  

則 (cos sin )n nz r n i nθ θ= +  

 

六、二項方程式： 

   定理：假設 zx n = （ Nn∈ ， Cz∈ ），其解為 1x ， 2x ， 3x ，……， 1−nx ，其中 

         
2 2

(cos sin )n
k

k k
x z i

n n

π θ π θ+ +
= +  

         1,......,3,2,1,0 −= nk ， arg zθ =  

 

   特例： 1=nx （ Nn∈ ） 

         
n

i
n

ππ
ω

2
sin

2
cos +=  

         此方程式的解為 132 ,......,,,,1 −nωωωω  

 

三角函數的微分與積分 

sin cos
d

d
θ θ

θ
=  

證明： 

 

證明：已知
i

ee ii

2
sin

ϑϑ

ϑ
−−

= ，
2

cos
ϑϑ

ϑ
ii ee −+

=  
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      )(
2

1
sin ϑϑ

ϑ
ϑ

ϑ
ii ee

d

d

id

d −−=  

              )(
2

1 ϑϑ ii ieie
i

−+=  

              
2

ϑϑ ii ee −+
=  

              ϑcos=  

 

cos sin
d

d
θ θ

θ
= −  

證明：已知
i

ee ii

2
sin

ϑϑ

ϑ
−−

= ，
2

cos
ϑϑ

ϑ
ii ee −+

=  

      )(
2

1
cos ϑϑ

ϑ
ϑ

ϑ
ii ee

d

d

d

d −+=  

              )(
2

1 ϑϑ ii ieie −−=  

              
i

ee ii

2

ϑϑ −−
−=  

              ϑsin−=  

 

2tan 1 tan
d

d
θ θ

θ
= +  

證明： )
cos

sin
(tan

ϑ
ϑ

ϑ
ϑ

ϑ d

d

d

d
=  

)cos(sin 1ϑϑ
ϑ

−=
d

d
 

)cos(sincos)sin( 11 ϑ
ϑ

ϑϑϑ
ϑ

−− +=
d

d

d

d
 

)sin)()(cos1(sincoscos 21 ϑϑϑϑϑ −−×+= −−  

2)
cos

sin
(1

ϑ
ϑ

+= ϑ2tan1+=  

 

2cot 1 cot
d

d
θ θ

θ
= − −  

證明： 
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sec tan sec
d

d
θ θ θ

θ
=  

證明： 

 

 

 

 

csc cot csc
d

d
θ θ θ

θ
= −  

證明： 

 

 

 

......待續！ 

 

 

 

 


