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積分表證明 

100/08/19（六）整理更新 

 

【1】 udv uv vdu= −∫ ∫  

<解>： ( )d uv u dv du v= ⋅ + ⋅ ……（Product Rule） 

      uv udv vdu= +∫ ∫  

udv uv vdu= −∫ ∫  

（ w vdu wv wv du′ ′= −∫ ∫ ） 

 

【2】
1

2

1

nu
u du C

n

+

= +
+∫ ， 1n ≠ −  

<解>： 

 

 

【3】 ln
du

u C
u

= +∫  

<解>： 

 

 

【4】 u ue du e C= +∫  

<解>： 

 

 

【5】
ln

u
u a

a du C
a

= +∫  

<解>： 

 

 

【6】 sin cosudu u C= − +∫  

<解>： 
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【7】 cos sinudu u C= +∫  

<解>： 

 

 

【8】 2sec   tanudu u C= +∫  

<解>：
2

1 2

cos 1 cos 2
du du

u u
=

+∫ ∫ ……(1) 

 

令 tant u=  ⇒ 2
2

1
(1 )

cos
dt du t du

u
= = +  

則 
2

2

1
cos 2

1

t
u

t

−
=

+
 

2

2
sin 2

1

t
u

t
=

+
 

 

代入(1)式 ⇒ 
2 2

2

2
1

1 1
1

1

dt
dt

t t
t

⋅ =
− ++
+

∫ ∫  

                          t c= +  

tan u c= +  

 

【9】 2csc  cotudu u C= − +∫  

 <解>：
2

1 2

sin 1 cos 2
du du

u u
=

−∫ ∫ ……(1) 

 

令 tant u=  ⇒ 2
2

1
(1 )

cos
dt du t du

u
= = +  

則 
2

2

1
cos 2

1

t
u

t

−
=

+
 

2

2
sin 2

1

t
u

t
=

+
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代入(1)式 ⇒ 
2 2

2

2

1 1
1

1

dt

t t
t

⋅
− +−
+

∫ 2

1
dt

t
= ∫  

                    1t C−= − +  

                    cot u C= − +  

 

【10】 sec tan secu udu u C= +∫  

<解>：原式
2

sin

cos

u
du

u
= ∫  

方法一：令 cost u=  ⇒ sindt udu= −  

則原式 ⇒ 1
2

1
secdt t C u C

t
−− = + = +∫  

 

方法二：原式相當習題 2.42  ( 2,1)J −  

        w vdu wv wv du′ ′= −∫ ∫  

令  2cos sinw u u−′ =   1(cos )w u −=  

   1v =     0v′ =  

  1
2

sin
(cos ) (1) (cos )(0)

cos

u
du u u du

u
−= −∫ ∫  

secu C= +  

 

  若令 
2

3 2

1
sin cos sin

2
cos 3cos

w u u w u

v u v u− −

⎛ ⎞′ = =⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟′= = −⎝ ⎠

 

        則題目會變得更複雜 

 

【11】 csc cot cscu udu u C= − +∫  

<解>：原式 
2

cos

sin

u
du

u
= ∫ ……(1) 

方法一：令 sint u= ， cosdt udu=  

代入(1) 1
2

1
cscdt t C u C

t
−= − + = − +∫  

 

方法二：原式相當習題 2.42 (1, 2)J −  

積分表證明 

 4 / 38  

w vdu wv wv du′ ′= −∫ ∫  

令  2sin cosw u u−′ =   1(sin )w u −= −  

   1v =     0v′ =  

  1
2

cos
(sin ) (1) (sin )(0)

sin

u
du u u du

u
−= − − −∫ ∫  

           cscu C= +  

 

【12】 tan ln secudu u C= +∫  

<解>：原式
sin

cos

u
du

u
= ∫  

      令 cost u=  ⇒ sindt udu= −  

      代入上式 ⇒ 
1

dt
t

−∫ ln t C= − +  

1
ln C

t
= +  

ln secu C= +  

 

【13】 cot ln sinudu u C= +∫  

<解>：原式
cos

sin

u
du

u
= ∫ ……(1) 

令 sint u= ， cosdt udu=  

代入(1) ⇒ 
dt

t∫ ln t C= +  

       ln sin u C= +  

 

【14】 sec ln sec tanudu u u C= + +∫  

<解>：原式
1

cos
du

u
= ∫ ……(1) 

令 tan
2

u
t =  ⇒ 

2

1 1

2cos
2

dt du
u

= ⋅ 2 1
 (1 )

2
t du= + ⋅    代入(1)   
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2

2

2

2

2

1
cos   

1

1
sec   

1
2

tan   
1

t
u

t

t
u

t
t

u
t

⎛ ⎞−
=⎜ ⎟+⎜ ⎟

⎜ ⎟+
=⎜ ⎟−⎜ ⎟

⎜ ⎟=⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

⇒ 
2

2 2

1 2

1 1

t
dt

t t

+
⋅

− +∫ 2

2

1
dt

t
=

−∫  

                 
1 1

1 1
dt

t t
= +

− +∫  

                 ln 1 ln 1t t C= − − + + +  

                 
1

ln
1

t
C

t

+
= +

−
 

                 ln sec tanu u C= + +  

    （
2 2

2 2 2

1 1 (1 ) 1 2
sec tan

1 1 1 1 1

t t t t t
u u

t t t t t

+ + + +
⋅ = = + = +

− + − − −
） 

 

【15】 csc ln csc - cotudu u u C= +∫  

<解>：原式
1

sin
du

u
= ∫ ……(1) 

      令 tan
2

u
t = ， 2 1

 (1 )
2

dt t du= + ⋅  

      
2

2
sin

1

t
u

t
=

+
         代入(1) 

⇒ 
2

2

1 2

2 1

t
dt

t t

+
⋅
+∫

1
dt

t
= ∫  

ln t C= +  

ln csc - cotu u C= +  

（
2 2 21 1 2

csc cot
2 2 2

t t t
u u t

t t t

+ −
− = − = = ） 

 

【16】 1

2 2
sin

du u
C

aa u

−= +
−

∫  

積分表證明 

 6 / 38  

<解>：令 sinu a x= ， cosdu a xdx=  代入 

⇒ 
1

cos  
cos

a xdx
a x∫ x C= +  

                  1sin
u

C
a

−= +  

 

【17】 1
2 2

1
tan

du u
C

a u a a
−= +

+∫  

<解>：令 tanu a x= ，
2cos

a
du dx

x
=   代入 

     ⇒ 
2 2 2

1

sec cos

a
dx

a x x
⋅∫

1
1dx

a
= ∫  

                   = 
x

C
a
+  

                   11
tan

u
C

a a
−= +  

 

【18】 1

2 2

1
sec

du u
C

a au u a

−= +
−

∫  

<解>：令 secu a x= ，
2

sin

cos

x
du a dx

x
=   代入 

⇒ 
2

1 sin

sec tan cos

x
a dx

a x a x x
⋅ ⋅

⋅∫
1

dx
a

= ∫  

                           
1

x C
a

= +  

                            11
sec

u
C

a a
−= +  

 

【19】
2 2

1
ln

2

du u a
C

a u a u a

+
= +

− −∫  

<解>：
2 2 2 2

1
  

du
du

a u u a
= −

− −∫ ∫  

1 1 1

2
du

a u a u a
= − − +

+ −∫  

1
(ln ln )

2
u a u a C

a
= + − − +  

1
 ln

2

u a
C

a u a

+
= +

−
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【20】
2 2

1
  ln

2

du u a
C

u a a u a

−
= +

− +∫  

<解>：
2 2

1 1 1

- 2

du
du

u a a u a u a
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟+ −⎝ ⎠∫ ∫  

       ( )1
ln ln

2
u a u a C

a
= − − + +  

       
1

ln
2

u a
C

a u a

−
= +

+
 

 

【提示】21、22 解題技巧 

 

雙曲三角函數公式 
2 2cosh 1 sinhx x= +  

sinh
2

x xe e
x

−−
= ， (sinh ) ' coshx x=  

cosh
2

x xe e
x

−+
= ， (cosh ) ' sinhx x=  

sinht x=  ⇒ ( )1 2sinh ln 1x t t t−= = + +  

cos ht x=  ⇒ ( )1 2 cosh ln 1x t t t− = + −  

 

sinh
2

x xe e u
x

a

−−
= =  

2 2
1 0x xu

e e
a

− − =  ⇒ 2 2 0x xae ue a− − =   

 
2 22 4 4

2
x u u a

e
a

± +
=

2 2u u a

a

± +
= （取正） 

2 2

ln
u u a

x
a

+ +
=  

 

此外
2

cosh 1
u

x
a

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
2 2

sinh 2 2sinh cosh
2

x xe e
x x x

−−
= =  
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【21】
2

2 2 2 2 2 2ln( )
2 2

u a
a u du a u u a u C+ = + + + + +∫  

<解>：令 sinhu a x= ， coshdu a xdx=  代入 

      ( )( )2 2 2 2 2sinh cosha u du a a x a xdx+ = +∫ ∫  

cosh cosha x a xdx= ⋅∫  

2 2cosha xdx= ∫  

2
2 22

4
x xa

e e dx−= + +∫  

2
2 21 1

( 2 )
4 2 2

x xa
e x e C−= + − +  

2

(sinh 2 2 )
4

a
x x C= + +   （

2

2sinh cosh 2 1
u u

x x
a a

⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

） 

22 2 2

2 1 2ln
4

a u u u u a
C

a a a

⎛ ⎞+ +⎛ ⎞⎜ ⎟= ⋅ ⋅ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

2 2
2 2 2 2ln( ) ln

2 2 2

u a a
a u u u a a C= + + + + − +  

2
2 2 2 2ln( ) '

2 2

u a
a u u a u C= + + + + +  

 

【22】
4

2 2 2 2 2 2 2 2 2( 2 ) ln( )
8 8

u a
u a u du a u a u u u a C+ = + + − + + +∫  

<解>：令 sinhu a x= ， coshdu a xdx=  代入 

2 2sinh cosh cosha x a x a xdx⋅ ⋅∫  

2
4 sinh 2

2

x
a dx

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫           （

22 2 2sinh 2

2 4

x xx e e−⎛ ⎞−⎛ ⎞ = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

） 

4
4 42

16
x xa

e e dx−= − +∫  

4
4 4

1

1 1
2

16 4 4
x xa

e x e C−⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

          （ 4 41 1 sinh 4

4 4 2
x x x

e e−− = ） 

4

1

sinh 4
2

16 2

a x
x C

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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4 3
2 2 2 2

12 4

2
2 ( ) 2 ln( ) 2 ln

16

a u u
a u u u a a C

a a

⎡ ⎤
= + + − + + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

4
2 2 2 2 2 2( 2 ) ln( )

8 8

u a
a u a u u u a C= + + − + + +  

 

2 2
2 2ln ln ln

u u a
x u u a a

a

+ +
= = + + −  

sinh 4 2sinh 2 cosh 2x x x=  

      ( )24sinh cosh 2cosh 1x x x= −  

      
2 2

4 1 2(1 ) 1
u u u

a a a

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

      
2

2 2
2 2

2
4 1

u u
a u

a a

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

      
3

2 2
2 4

2
4

u u
a u

a a

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

【23】
2 2 2 2

2 2 ln
a u a a u

du a u a C
u u

+ + +
= + − +∫  

<解>：令 tanu a θ= ，
2cos

a
du dθ

θ
=  代入 

2 2

cos

a
a u

θ
+ = ，

1 cos
 

sinu a

θ
θ

=  

2 2

cos 1

cos sin cos sin cos

a a
d a d

a

θ θ θ
θ θ θ θ θ
⋅ ⋅ =∫ ∫ ……(1) 

令 cost θ= ， sindt dθ θ= −  代入 (1) 

2 2 2

1 1 1 1

(1 )( ) 2(1 ) 2(1 )
a dt a dt

t t t t t
− = − + +

− + −∫ ∫  

1 1 1
ln 2( 1) ln 2(1 )

2 2
a t t C

t

−⎡ ⎤= − + + − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

cos 1
ln

cos 2 1 cos

a a
C

θ
θ θ

+
= − +

−
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2 2
2 2 ln

a u a
a u a C

u

+ +
= + − +  

2 2

2 2

cos 1
 

1 cos

a u a

a u a

θ
θ
+ + +

=
− + −

 

       
( )2

2 2

2 2 2

a u a

a u a

+ +
=

+ −
 

       

2
2 2a u a

u

⎛ ⎞+ +
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

 

【24】
2 2 2 2

2 2
2

ln( )
a u a u

du u a u C
u u

+ +
= − + + + +∫  

<解>： tanu a x= ，
2cos

a
du dx

x
=  代入 

     
2

2 2 2 2

cos 1

cos sin cos sin cos

a x a
dx dx

x a x x x x
⋅ ⋅ =∫ ∫        令 sint x= ， cosdt xdx=  

                           
2 2

1

(1 )
dt

t t
=

−∫  

                           
2

1 1 1

2(1 ) 2(1 )
dt

t t t
= + +

+ −∫  

                           
1 1 1

ln 2(1 ) ln 2(1 ) '
2 2

t t C
t

= − + + − − +  

                           
1 1 1

ln '
2 1

t
C

t t

+
= − + +

−
 

                           
2 2 2 2

ln '
a u a u u

C
u a

+ + +
= − + +   

                          
2 2

2 2ln
a u

a u u C
u

+
= − + + + +   

 

2 2

2 2

1
1

1 1

u

t a u
ut

a u

+
+ +=
− −

+

2 2

2 2

a u u

a u u

+ +
=

+ −

2
2 2a u u

a

⎛ ⎞+ +
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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【25】 2 2

2 2
ln( )

du
u a u C

a u
= + + +

+
∫  

<解>：令 sinhu a x= ， coshdu a xdx= （ 2 2ln( ) lnx u u a a= + + − ） 

     
cosh

 '
cosh

a x
dx x c

a x
= +∫  

               2 2ln( )u u a C= + + +  

 

【26】
2 2

2 2 2 2

2 2
ln( )

2 2

u u a
du a u u a u C

a u
= + − + + +

+
∫  

<解>：方法一：令 sinhu a x= ， coshdu a xdx=  

      
2 2

2 2(sinh ) (cosh )
sinh

cosh

a x a x dx
a xdx

a x
=∫ ∫  

                          
2

2 22
4

x xa
e e dx−= − +∫  

                          
2

2 21 1
2 '

4 2 2
x xa

e e x C−⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ……（補充） 

                          
2

2 2 2 2ln( )
2 2

u a
a u u a u C= + − + + +  

 

（補充） 2 21 1
sinh 2 2sinh cosh

2 2
x xe e x x x−− = =  

            
2

2 1
u u

a a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 2
2

2
u

a u
a

= +  

2 2ln( ) lnx u u a a= + + −  

 

方法二：令 tanu a x= ，
2cos

a
du dx

x
=  

被積函數
2 2 2 2 2

2 2 2 2

tan tan

sec(1 tan )

u a x a x

a xa u a x
= =

+ +
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2 2 2

2 22 2

sin cos

cos 1 cos

u a x x a
du

x xa u
= ⋅ ⋅

+
∫ ∫  

                 
2

2
3

sin

cos

x
a dx

x
= ∫       （令 sint x= ， cosdt xdx=  代入） 

                 
2

2
2 2(1 )

t
a dt

t
=

−∫  

        
2

2 2

1 1 1 1

4 1 1 (1 ) (1 )

a
dt

t t t t
= − − + +

− + − +∫  

        
2 1 1

ln(1 ) ln(1 )
4 1 1

a
t t C

t t
⎡ ⎤ ′= − − + + − +⎢ ⎥− +⎣ ⎦

 

        
2

2

(1 ) 2
ln

4 (1 ) 1

a t t
C

t t

⎡ ⎤+ ′= − + +⎢ ⎥− −⎣ ⎦
      （

2 2
sin

u
t x

a u
= =

+
代回式子） 

        
2 2 2 2 2

2

2 22 2

2
1

ln( )
4 1

u u

a a u a u C
u a

a ua u

⎡ ⎤+⎢ ⎥+ + ′⎢ ⎥= − + +
⎢ ⎥−⎢ ⎥++⎣ ⎦

 

        
2 2 2 2 2 2

2 2
22 2 2 2

( ) ( ) 2
ln

4 4( ) ( )

a a u u a u u a u
a u C

aa u u a u u

+ + + + ′= − + + +
+ − + +

i  

        
2 2 2

2 2 2ln( )
4 2

a a u u u
a u C

a

+ + ′= − + + +  

        
2 2 2

2 2ln( )
2 2

a a u u u
a u C

a

+ + ′= − + + +  

        
2 2

2 2 2 2ln( ) ln
2 2 2

a u a
a u u a u C a′= − + + + + + −  

        
2

2 2 2 2ln( )
2 2

a u
a u u a u C= − + + + + +  

 

【27】
2 2

2 2

1
ln

du a u a
C

a uu a u

+ +
= − +

+
∫  

<解>：令 tanu a x=  

      
2

1 1 1

cos sintan
cos

a
dx dx

a x a xa x
x

⋅ =
⋅

∫ ∫  

1
csc xdx

a
= ∫ （ 式【15】 csc ln csc cotudu u u C= − +∫ ） 
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1

ln csc cotu u C
a

= − +  

                          
2 21

ln
a u a

C
a u u

+
= − +  

                          
2 21

ln  
a u a

C
a u

+ −
= +  

                          
2 2

2 2 2 2

1
ln  +C

u a u a

a a u a a u a

+ +
= − ⋅

+ − + +
 

                          
2 21

ln
a u a

C
a u

+ +
= − +   

 

 

【28】
2 2

22 2 2

du a u
C

a uu a u

+
= − +

+
∫  

<解>：令 tanu a x= ，
2cos

a
du dx

x
=  

      原式 
2

2 2

1

costan
cos

a
dx

a xa x
x

= ⋅
⋅

∫  

           
2 2

1 cos

sin

x
dx

a x
= ∫  

           ( )2 2

1 1
sin

sin
d x

a x
= ∫  

           
2

1 1
( 1)

sin
C

a x
= ⋅ − ⋅ +  

2 2

2

a u
C

a u

+
= − +  

 

【29】
3 2 2 2

2 2 2( )

du u
C

a a ua u

= +
++

∫  

<解>：令 tanu a x= ，
2

1

cos
du a dx

x
=  
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2

2 2 2 2 2
2

tan
cos

a
a u a a x

x
+ = + =  

      
3

3 2 2

cos 1 1
cos

cos

x
a dx xdx

a x a
⋅ ⋅ =∫ ∫  

                       
2

1
sin x C

a
= +  

                       
2 2 2

1 u
C

a a u
= ⋅ +

+
 

                       
2 2 2

u
C

a a u
= +

+
 

 

【提示】30-38 解題技巧 

令 sinu a x=  

cosdu a xdx=  

2 2 2 2 2sin cosa u a a x a x− = − =  

1sin
u

x
a

−=  

   
2 2

cos
a u

x
a

−
=  

   sin
u

x
a

=  

   
2 2

sin 2 2sin cos 2
u a u

x x x
a a

−
= = ⋅  

   sin 4 2sin 2 cos 2x x x=  

        2 24sin cos (cos sin )x x x x= −  

        
2 2 2 2 2

2 2
4

u a u a u u

a a a a

⎛ ⎞− −
= ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

        ( )2 2 2 2
4

4
2

u
a u a u

a
= − −  

 

【30】
2

2 2 2 2 1sin
2 2

u a u
a u du a u C

a
−− = − + +∫  

<解>： 2 2 2 2cosa u du a xdx− =∫ ∫  

                 2 1 cos 2

2

x
a dx

+
= ∫  
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                 2 1 1 1
sin 2

2 2 2
a x x C⎛ ⎞= + ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                 
2

1 2 2sin
2 2

a u u
a u C

a
−= + − +  

（
2 2

sin 2 2sin cos 2
u a u

x x x
a a

−
= = ⋅ 代入） 

【31】
4

2 2 2 2 2 2 2 1(2 ) sin
8 8

u a u
u a u du u a a u C

a
−− = − − + +∫  

<解>：原式 2 2 2 2sin cosa x a xdx= ⋅∫  

          dx
xx

a
2

2cos1

2

2cos14 +
⋅

−
= ∫  

          dxx
a
∫ −= 2cos1

4
2

4

 

          dx
xa

∫
+

−=
2

4cos1
1

4

4

 

          
4 1 1 1

sin 4
4 2 2 4

a
x x C

⎛ ⎞= − ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

          
4

1 2 2 2 2sin (2 )
8 8

a u u
a u u a C

a
−= + − − +  

 

sin 4 2sin 2 cos 2x x x=  

           2 24sin cos (cos sin )x x x x= −  

           
2 2 2 2 2

2 2
4

u a u a u u

a a a a

⎛ ⎞− −
= ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

           ( )2 2 2 2
4

4
2

u
a u a u

a
= − −  

 

【32】
2 2 2 2

2 2 ln
a u a a u

du a u a C
u u

− + −
= − − +∫  

<解>：
2 2 2

2

cos

sin 1

a x t
dx a dt

a x t
= −

−∫ ∫         （令 cost x= ， sindt xdx= − ） 

                 ∫ −
−= dt

t

t
a

2

2

1
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                 dt
tt

a∫ +
+

−
+−−=

)1(2

1

)1(2

1
1  

                 c
t

ta
at +

−
+

−=
1

1
ln

2
 

2 2
2 2 ln( )

a a u
a u a C

u

+ −
= − − +  

 

2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1

1

t a u a a a u a a u

t ua a u a a u

⎛ ⎞+ − + + − + −
= ⋅ = ⎜ ⎟⎜ ⎟− − − + − ⎝ ⎠

 

 

 

【33】
2 2 2 2

1
2

sin
a u a u u

du C
u u a

−− −
= − − +∫  

<解>：令 sinu a x= ， cosdu a xdx=  代入 

     
2 2

2 2

cos 1 cos 2

sin 1 cos 2

a x x
dx dx

a x x

+
=

−∫ ∫  

                
2

1
1 cos 2

dx
x

= − +
−∫  

                
2

1

sin
x dx C

x
= − + +∫     （式 9） 

                cotx x C= − − +  

                
2 2

1sin
u a u

C
a u

− −
= − − +  

 

 

1       
cos 2 1  cos 2   1

                ( cos 2    1)

                                     2

x x

x

−
− + +

− −  

令 tant x=  

2
2

1
(1 )

cos
dt dx t dx

x
= = +  

2

2

1
cos 2

1

t
x

t
=

+
－

 

2

1 cos 2
dx

x∫ － 2

1
dt

t
= ∫  

1t C−= − +  

cot x C= − +  
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【34】
2 2

2 2 1

2 2
sin

2 2

u du u a u
a u C

aa u

−= − − + +
−

∫  

<解>：原式
2 2(sin ) (cos )

cos

a x a x dx

a x
= ∫  

          2 1 cos 2

2

x
a dx

−
= ∫  

          2 1 1 1
sin 2

2 2 2
a x x C
⎛ ⎞= − ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  （
2 2

sin 2 2sin cos 2
u a u

x x x
a a

−
= = ⋅ ） 

          
2

1 2 2sin
2 2

a u u
a u C

a
−= − − +  

 

【35】
2 2

2 2

1
ln

du a a u
C

a uu a u

+ −
= − +

−
∫  

<解>：原式
cos

sin cos

a xdx

a x a xdx
=

⋅∫  

          
1

csc xdx
a

= ∫               式【15】 csc ln csc cotudu u u C= − +∫  

          
1

ln csc cotx x C
a

= − +  

          
2 21

ln
a a u

C
a u

− −
= +  

          
2 2

2 2 2 2

1
ln

u a a u
C

a a a u a a u

+ −
= − ⋅ +

− − + −
 

          
2 21

ln
a a u

C
a u

+ −
= − +  

 

【36】 2 2
22 2 2

1du
a u C

a uu a u
= − ⋅ − +

−
∫  

<解>：原式
2 2

cos

sin cos

a xdx

a x a x
=

⋅∫  

          
2 2

1 1

sin
dx

a x
= ∫            【9】 2csc cotudu u C= − +∫  
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2

1
cot x C

a
= − +  

          
2 2

2

1 a u
C

a u

−
= − ⋅ +  

 

【37】
32 2 2 2 2 2 4 12

3
( - ) (2 5 ) sin

8 8

u u
a u du u a a u a C

a
−= − − − + +∫  

<解>：
32 2 3 32( ) cos cosa u du a x a xdx− = ⋅∫ ∫  

                   4 21 cos 2
( )

2

x
a dx

+
= ∫  

                   
4 1 cos 4

1 2cos 2
4 2

a x
x dx

+
= + +∫  

                   
4 1 1 1 1

( 2 sin 2 sin 4 )
4 2 2 2 4

a
x x x x C= + ⋅ + + ⋅ +  

                   
2

4 1 2 2 2 2 2 23 1
sin ( 2 )

8 2 8

u ua
a a u u a u a u C

a
−= + − + − − +  

                   2 2 2 2 4 13
(2 5 ) sin

8 8

u u
u a a u a C

a
−= − − − + +  

 

【38】 3 2 2 22 2 2
 

( )

du u
C

a a ua u
= +

−−
∫  

<解>：原式
3 3

cos

cos

a xdx

a x
= ∫  

          2
2

1
sec xdx

a
= ∫            式【8】 2sec tanudu u C= +∫  

          
2

1
tan x C

a
= +  

          
2 2 2

u
C

a a u
= +

−
 

 

【提示】39-40 解題技巧 

令 coshu a x= ， sinhdu a xdx=  
2 2cosh sinh 1x x− =  ⇒ 2 2cosh 1 sinhx x− =  

cosh
2

x xe e
x

−+
=           ( )cosh sinhx x′ =  
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sinh
2

x xe e
x

−−
=           ( )sinh coshx x′ =  

 

因為 xau cosh=  

則 cosh
2

x xu e e
x

a

−+
= =  ⇒ 

2 2
x u u a

e
a

+ −
=  

⇒ aauux lnln 22 −−+=  

22
2

2 2)(1)(2coshsinh22sinh au
a

u

a

u

a

u
xxx −⋅=⋅−==  

 

【39】
2

2 2 2 2 2 2ln
2 2

u a
u a du u a u u a C− = − − + − +∫  

<解>：令 coshu a x= ， sinhdu a xdx=  

原式 2 2sinha xdx= ∫  

          ( )
2

2 2 2
4

x xa
e e dx−= + −∫  

          
2 2 2

2
4 2

x xa e e
x c

−⎛ ⎞− ′= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2

sinh 2
2

x xe e
x

−−
=  

2sinh coshx x=  

22 ( ) 1
u u

a a
= ⋅ − ⋅  

2 2

2

2u u a

a

−
=  

              
2 2

2 2 2 2ln ln
2 2 2

u a a
u a u u a a c′= − − + − + +  

              cauu
a

au
u

+−+−−= 22
2

22 ln
22

 

 

【40】
4

2 2 2 2 2 2 2 2 2(2 ) ln
8 8

u a
u u a du u a u a u u a C− = − − − + − +∫  

<解>：原式 4 2 2sinh cosha x xdx= ∫  
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          ∫= dx
x

a 24 )
2

2sinh
(  

          dx
eea xx

∫
−−

= 2
224

)
4

(
16

 

          dxee
a xx∫ −+= − 2
16

44
4

 

          cx
eea xx

+−
−

⋅=
−

)2
4

(
16

444

 

          cx
xa

+−⋅= )2
2

4sinh
(

16

4

 

          
4

2 2 2 2 2 21
(2 ) ln

8 8

a
u u a u a u u a c′= − − − + − +  

 

sinh 4 2sinh 2 cosh 2x x x=  

           24sinh cosh (cosh 1)x x x= −  

           
2 2 2 2

2

2
4

u a u u a

a a a

⎛ ⎞− −
= ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

           
( )2 2

2 2
4

4 2u u a
u a

a

−
= −  

 

【提示】解題技巧 

令 
cos

a
u

x
= ，

2

sin

cos

a x
du dx

x
=  

2 2 sin
tan

cos

a x
u a a x

x
− = =  

 

【41】
2 2

2 2 1cos
u a a

du u a a c
u u

−−
= − − +∫  

<解>：令 
cos

a
u

x
= ，

2

sin

cos

a x
du dx

x
=  

      
2

2 2

cos sin sin
tan

cos cos

x a x x
a x dx a dx

a x x
⋅ ⋅ =∫ ∫  

                          ∫ +
−

= dx
x

x
a

2cos1

2cos1
 

                          ∫ +
+−= dx

x
a

2cos1

2
1  
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                          dx
x

a∫ +−=
2cos

1
1          查【8】 2sec tanudu u C= +∫  

                          cxax ++−= tan  

                          cau
a

a

u

a
a +−+−= − 221cos  

 

【42】
2 2 2 2

2 2
2

ln
u a u a

du u u a C
u u

− −
= − + + − +∫  

<解>：令 
cos

a
u

x
= ，

2

sin

cos

a x
du dx

x
=  

2 2 sin
tan

cos

a x
u a a x

x
− = =  

原式
2sin

cos

x
dx

x
= ∫      （令 sint x= ， cosdt xdx= ） 

            dt
t

t
∫ −

=
2

2

1
 

            ∫ +
+

−
+−= dt

tt )1(2

1

)1(2

1
1  

            
1 1

ln
2 1

t
t c

t

+ ′= − + +
−

 

            
2 2

2 2ln ln
u a

u u a a c
u

− ′= − + + − − +  

            cauu
u

au
+−++

−
−= 22

22

ln  

2 2

2 2 2 2
2

2 2 2 2

11
( )

1
1

u a
t u u a u u au
t au a u u a

u

⎡ ⎤−
+⎢ ⎥+ + − + −⎢ ⎥= ⋅ =

−⎢ ⎥− + −
−⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

【43】 2 2

2 2
ln

du
u u a C

u a
= + − +

−
∫  

<解>：令 
cos

a
u

x
= ，

2

sin

cos

a x
du dx

x
=  

2 2 sin
tan

cos

a x
u a a x

x
− = =  

原式 ∫ ⋅= dx
x

xa

xa

x
2cos

sin

sin

cos
 

積分表證明 

 22 / 38  

          dx
x∫= cos

1
          查詢式【14】 sec ln sec tanudu u u C= + +∫  

          ln sec tanx x c′= + +  

          
2 2

ln
u u a

c
a

+ − ′= +  

          2 2ln lnu u a a c′= + − − +  

          cauu +−+= 22ln  

 

【44】
2 2

2 2 2 2

2 2
ln

2 2

u du u a
u a u u a C

u a
= − + + − +

−
∫  

<解>：令 
cos

a
u

x
= ，

2

sin

cos

a x
du dx

x
=  

2 2 sin
tan

cos

a x
u a a x

x
− = =  

原式 dx
x

xa

xa

x

x

a
22

2

cos

sin

sin

cos

cos
⋅⋅= ∫  

          dx
x

a ∫=
3

2

cos

1
 

          dx
xx

a ∫ −
=

cos)sin1(

1
2

2      （令 sint x= ， cosdt xdx= ） 

          dt
t

a ∫ −
=

22
2

)1(

1
           

2 2 2 2

1 1 1 1 1

(1 ) 4(1 ) 4(1 ) 4(1 ) 4(1 )t t t t t

⎡ ⎤
= + + +⎢ ⎥− − − + +⎣ ⎦

 

          dt
tttt

a
∫ +

+
+

+
−

+
−

=
22

2

)1(

1

)1(

1

)1(

1

)1(

1

4
 

          
2 1 1

ln 1 ln 1
4 1 1

a
t t c

t t
⎛ ⎞= − − + + + − +⎜ ⎟− +⎝ ⎠

 

          
2

2
l

4 1
n

1 2

1

t

tt
c

ta ⎛ ⎞
−

′= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
−

 

2 2
21

( )
1

t u u a

t a

+ + −
=

−
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2 2

2 2 2

2 22 2 2 2 2

2

22 2 2

1
1

u a
t u u a u u au

u at u u a a
u

−
⋅ − −

= = =
−− − +−

 

          
2 2 2 2

2 2ln ln
2 2 2

a a u u a
u u a a c

− ′= + − − + +  

          cauu
a

au
u

+−++−= 22
2

22 ln
22

 

 

【45】
2 2

22 2 2

du u a
C

a uu u a

−
= +

−
∫  

<解>：令 
cos

a
u

x
= ，

2

sin

cos

a x
du dx

x
=  

2 2 sin
tan

cos

a x
u a a x

x
− = =  

原式 dx
x

xa

xa

x

a

x
∫= 22

2

cos

sin

sin

coscos
 

          ∫= xdx
a

cos
1

2
 

          cx
a

+= sin
1

2
 

          c
ua

au
+

−
=

2

22

 

 

【46】
2 2 3/ 2 2 2 2( )

du u
C

u a a u a
= − +

− −
∫  

<解>：令 
cos

a
u

x
= ，

2

sin

cos

a x
du dx

x
=  

2 2 sin
tan

cos

a x
u a a x

x
− = =  

原式 ∫= du
xa 33 tan

1
 

          dx
x

xa

xa

x
∫ ⋅

⋅
=

233

3

cos

sin

sin

cos
 

          ∫= dx
x

x

a 22 sin

cos1
     （令 sint x= ， cosdt xdx= ） 
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          ∫= dt
ta 22

11
 

          c
ta
+−=

11
2

 

          c
aua

u
+

−
−=

222
 

 

【提示】47-56 解題技巧 

令 t a bu= +  ⇒ 
t a

u
b

−
=  

   dt bdu=  ⇒ 
dt

du
b

=  

 

【47】
2

1
( ln )

udu
a bu a a bu c

a bu b
= + − + +

+∫  

<解>：令 t a bu= +  ⇒ 
t a

u
b

−
=  

    dt bdu=  ⇒ 
dt

du
b

=  

原式
1t a dt

b t b

−
= ⋅ ⋅∫  

          ∫ −= dt
t

a

b
1

1
2

 

          ctat
b

+−= )ln(
1

2
 

          cbuaabua
b

++−+= )ln(
1

2
 

 

【48】
2

2 2
3

1
[( ) 4 ( ) 2 ln ]

2

u du
a bu a a bu a a bu c

a bu b
= + − + + + +

+∫  

<解>：令 t a bu= +  ⇒ 
t a

u
b

−
=  

      dt bdu=  ⇒ 
dt

du
b

=  

原式
2

2

( ) 1t a dt

b t b

−
= ⋅ ⋅∫  

           ∫ +−= dt
t

a
at

b

2

3
2

1
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           ctaatt
b

++−= )ln24(
2

1 22
3

 

           cbuaabuaabua
b

++++−+= ]ln2)(4)[(
2

1 22
3

 

 

【49】
1

ln
( )

du u
c

u a bu a a bu
= +

+ +∫  

<解>：令 t a bu= +  ⇒ 
t a

u
b

−
=  

      dt bdu=  ⇒ 
dt

du
b

=  

原式
1b dt

t a t b
= ⋅ ⋅

−∫                     
atatatat

1

)(

1111
−

−
+=⋅

−
 

          dt
tata ∫ −

−
=

111
 

          
1

[ln ln ]t a t c
a

′= − − +               bubuat lnlnlnln −==−  

          
1

(ln ln ln )u a bu b c
a

′= − + − +        ln b c c′− + =  

          c
bua

u

a
+

+
= ln

1
 

 

【50】
2 2

1
ln

( )

du b a bu
c

u a bu au a u

+
= − + +

+∫  

<解>：令 t a bu= +  ⇒ 
t a

u
b

−
=  

   dt bdu=  ⇒ 
dt

du
b

=  

原式
2

2

1

( )

b dt

t a t b
= ⋅ ⋅

−∫  

          
2( )

A B C
b dt

t t a t a
= + +

− −∫ ……….(1) 

(1)式之分子： 1)()( 2 =+−+− CtatBtatA  

令 t a=  ⇒ 1aC =  ⇒ 
1

C
a

=  

令 0t =  ⇒ 2 1Aa =  ⇒ 
2

1
A

a
=  
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比較 t  之係數： 2 0aA aB C− − + =  ⇒ 
2

1
B

a

−
=  

          
2 2

1 1

( )

b a
dt

a t t a t a
= − +

− −∫  

          
2

(ln ln )
b a

t t a c
a t a

′= − − − +
−

        ubat lnlnln +=−  

          c
auu

bua

a

b
+−

+
=

1
ln

2
 

 

【51】
2 2 2

1
ln

( ) ( )

udu a
a bu c

a bu b a bu b
= + + +

+ +∫  

<解>：令 t a bu= +  ⇒ 
t a

u
b

−
=  

      dt bdu=  ⇒ 
dt

du
b

=  

原式
2

1t a dt

b t b

−
= ⋅ ⋅∫  

          ∫ −= dt
t

a

tb 22

11
 

          c
t

a
t

b
++= )(ln

1
2

 

          c
buab

a
bua

b
+

+
++=

)(
ln

1
22

 

 

【52】
2 2

1 1
ln

( ) ( )

du a bu
c

u a bu a a bu a u

+
= − +

+ +∫  

<解>：令 t a bu= +  ⇒ 
t a

u
b

−
=  

       dt bdu=  ⇒ 
dt

du
b

=  

原式
2

1b dt

t a t b
= ⋅ ⋅

−∫  

2

1

( )
dt

t t a
=

−∫  

2

A B C
dt

t t t a
⎛ ⎞= + +⎜ ⎟−⎝ ⎠∫  

at

C

t

B

t

A

att −
++=

− 22 )(

1
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分子 2( ) ( ) 1At t a B t a Ct= − + − + =  

令 0t =  ⇒ 1Ba− =  ⇒ 
1

B
a

−
=  

令 t a=  ⇒ 2 1Ca =  ⇒ 
2

1
C

a
=  

t  的係數： 0aA B− + =  ⇒ 
2

1
A

a

−
=  

           ∫ −
−+−= dt

att

a

ta

111
22

 

           
2

1
(ln ln )

a
t t a c

a t
′= − − − − +  

           
2

1
(ln ln ln )

a
a bu u b c

a a bu
′= − + − − − +

+
    ln b c c′− + =  

           c
buaau

bua

a
+

+
+

+
−=

)(

1
ln

1
2

 

 

【53】 cbuaa
bua

a
bua

bbua

duu
++−

+
−+=

+∫ )ln2(
1

)(

2

32

2

 

<解>：令 t a bu= +  ⇒ 
t a

u
b

−
=  

       dt bdu=  ⇒ 
dt

du
b

=  

原式
2

2 2

( ) 1t a dt

b t b

−
= ⋅ ⋅∫  

           ∫ +−= dt
t

a

t

a

b 2

2

3

2
1

1
 

           c
t

a
tat

b
+−−= )ln2(

1 2

3
 

           c
bua

a
buaabua

b
+

+
−+−+= )ln2(

1 2

3
 

 

【54】 3/ 2
2

2
(3 2 )( )

15
u u budu bu a a bu c

b
+ = − + +∫  

<解>：令 t a bu= +  ⇒ 
t a

u
b

−
=  

      dt bdu=  ⇒ 
dt

du
b

=  

積分表證明 

 28 / 38  

原式 1/ 2t a dt
t

b b

−
= ⋅ ⋅∫  

          dtatt
b

2/12/3
3

1
−= ∫  

          catt
b

+−= )
3

2

5

2
(

1 2/32/5
2

 

          catt
b

+−= )53(
15

2 2/3
2

 

          cabubua
b

+−+= )23()(
15

2 2/3
2

 

 

【55】 cbuaabu
bbua

udu
++−=

+∫ )2(
3

2
2

 

<解>：令 t a bu= +  ⇒ 
t a

u
b

−
=  

      dt bdu=  ⇒ 
dt

du
b

=  

原式 1/ 2t a dt
t

b b
−−

= ⋅ ⋅∫  

          dtatt
b ∫ −−= 2/12/1

2

1
 

          catt
b

+−= )2
3

2
(

1 2/12/3
2

 

          catt
b

+−= )3(
3

2 2/1
2

 

          cabubua
b

+−+= )2(
3

2
2

 

 

【56】 cbuaabuuba
bbua

duu
++−+=

+∫ )438(
15

2 222
3

2

 

<解>：令 t a bu= +  ⇒ 
t a

u
b

−
=  

      dt bdu=  ⇒ 
dt

du
b

=  

原式
2

1/ 2
2

( )t a dt
t

b b
−−

= ⋅ ⋅∫  

          dttaatt
b

2/122/12/3
3

2
1 −+−= ∫  
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          ctaatt
b

++−= )2
3

4

5

2
(

1 2/122/32/5
3

 

          caattt
b

++−= )15103(
15

2 222/1
3

 

          cabuubabua
b

+−++= )438(
15

2 222
3

 

 

【57】 c
abua

abua

abuau

du
+

++
−+

=
+∫ ln

1
     if  0>a  

               c
a

bua

a
+

−
+

−
= −1tan

1
      if  0<a  

<解>：若 0a >   令 2t a bu= +  ⇒ 
2t a

u
b

−
=  

2tdt
du

b
=  

原式
2

1 2b tdt

t a t b
= ⋅ ⋅

−∫  

∫ −
= dt

at 2

1
2  

2

1 A B

t a t a t a
= +

− + −
 

分子 ( ) ( ) 1A t a B t a= − + + =  

t的係數： 0A B+ =              ⇒ 
1

2
A

a
= −  

0t 的係數： 1A a B a− + =          
1

2
B

a
=  

∫ −
+

+
−= dt

atata

111
 

c
at

at

a
+

+
−

= ln
1

 

c
abua

abua

a
+

++
−+

= ln
1

 

       若 0a <   令 tan
a bu

t
a

+
=

−
 ⇒ 2tan

a bu
t

a

+
=

−
 ⇒ 

2(tan 1)a t
u

b

− +
=  
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2

1
2 tan

cos

a
du t dt

b t

−
= ⋅ ⋅  

原式
2 2

1 1
2 tan

(tan 1) costan

b a
t dt

a t b ta t

−
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

− + −∫  

                      ∫−
= dt

a
1

2
 

                      ct
a

+
−

=
2

 

                      c
a

bua

a
+

−
+

−
= −1tan

2
 

 

【58】 ∫∫ +
++=

+
buau

du
abuadu

u

bua
2  

<解>： 2t a bu= +  ⇒ 
2t a

u
b

−
=  

2tdt bdu=  ⇒ 
2t

du dt
b

=  

原式
2

2b t
t dt

t a b
= ⋅ ⋅

−∫  

          ∫ −
+= dt

at

a
2

12  

          cdt
at

at +
−

+= ∫ 2

1
22                由【57】可知 

2

1
2

du
dt

t a u a bu
=

− +∫ ∫  

          ∫ +
+

⋅++= c
bua

bdu

bu
abua

2

1
22  

          ∫ +
++=

buau

du
abua2  

 

【59】 ∫∫ +
+

+
−=

+
buau

dub

u

bua
du

u

bua

22
 

<解>： ∫∫ −= duwvwvvduw ''  

      令 v a bu= +  ⇒ 1/ 2( )
2

b
v a bu −′ = +  

2w u−′ =  ⇒ 1w u−= −  

代入得到 
2 2

a bu a bu b du
du

u u u a bu

+ +
= − +

+∫ ∫  
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【60】 3/ 2 12
[ ( ) ]

(2 3)
n n nu a budu u a bu na u a budu

b n
−+ = + − +

+∫ ∫  

<解>： 

 

 

【61】
12 2

(2 1) (2 1)

n n nu du u a bu na u du

b n b na bu a bu

−+
= −

+ ++ +∫ ∫  

<解>： 

 

 

【62】
1 1

(2 3)

( 1) 2 ( 1)nn n

du a bu b n du

a n u a nu a bu u a bu− −

+ −
= − −

− −+ +∫ ∫  

<解>： 

 

 

【63】 2 1 1
sin sin 2

2 4
udu u u C= − +∫  

<解>： 2 1 cos 2
sin

2

u
udu du

−
=∫ ∫  

1 1
sin 2

2 4
u u c= − +  

 

【64】 2 1 1
cos sin 2

2 4
udu u u C= + +∫  

<解>： 2 1 cos 2
cos

2

u
udu du

+
=∫ ∫  

1 1
sin 2

2 4
u u c= + +  

 

【65】 2tan tanudu u u C= − +∫  

<解>：
2

2
2

sin
tan

cos

u
udu du

u
=∫ ∫  

1 cos 2

1 cos 2

u
du

u

−
=

+∫  

2
1

1 cos 2
du

u
= − +

+∫           查【8】
2

2 1

1 cos 2 cosu u
=

+
2sec u=  
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tanu u c= − + +                       ⇒ 2sec   tanudu u C= +∫  

 

【66】 2cot cotudu u u C= − − +∫  

<解>：
2

2
2

sin
cot

cos

u
udu du

u
=∫ ∫  

1 cos 2

1 cos 2

u
du

u

−
=

+∫  

2
1

1 cos 2
du

u
= − +

+∫  

21 csc udu= − +∫  

cotu u c= − − +                      查【9】 2csc  cotudu u C= − +∫  

 

【67】 3 21
sin (2 sin )cos

3
udu u u C= − + +∫  

<解>： 2 2sin (1 cos ) cosudu u d u= − −∫ ∫  

31
cos (cos )

3
u u c= − + +  

              2cos
( 3 1 sin )

3

u
u c= − + − +  

21
(2 sin )cos

3
u u c

−
= + +  

 

【68】 3 21
cos (2 cos )sin

3
udu u u C= + +∫  

<解>： 3 2cos 1 sin ( sin )udu u d u= −∫ ∫  

31
sin sin

3
u u c= − +  

               21
sin (3 1 cos )

3
u u c= − + +  

1
(2cos )sin

3
u u c= +  
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【69】 3 21
tan tan ln cos

2
udu u u C= + +∫  

<解>：
3

3
3

sin
tan

cos

u
udu du

u
=∫ ∫  

2

2

sin
( cos )

cos

u
d u

u
= −∫  

3

1 1
( cos )

cos cos
d u

u u
= − −∫  

2

1
ln cos

2cos
u c

u
′= + +  

21
(1 tan ) ln cos

2
u u c′= + + +  

21
tan ln cos

2
u u c= + +  

 

【70】 3 21
cot cot ln sin

2
udu u u C= − − +∫  

<解>：
3

3
3

cos
cot

sin

u
udu du

u
=∫ ∫  

2

3

1 sin
( sin )

sin

u
d u

u

−
= ∫  

2

1 1
ln sin

2 sin
u c

u
= − − +  

              21
(1 cot ) ln sin

2
u u c= − + − +  

21
cot ln sin

2
u u c= − − +  

 

【71】 3 1 1
sec sec tan ln sec tan

2 2
udu u u u u C= + + +∫  

<解>： 3
3

1
sec

cos
udu du

u
=∫ ∫         令 ut sin= ， ududt cos=  

2

1

(1 )
dt

t
=

−∫  

            dt
tttt 22 )1(

1

)1(

1

1

1

1

1

4

1

+
+

−
+

+
+

−
= ∫  

1 1 1 1
(ln )

4 1 1 1

t
C

t t t

+
= + − +

− − +
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2

1 sin
ln

1 sin

2sin

1 sin

1
( )

4

u

u

u

u
C

+
− −

= + +         
2 2

2sin 2sin 1 sin
2

1 sin cos cos cos

u u u

u u u u
= =⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝

⋅
− ⎠

⋅  

Cuuuu +++= tansec
2

1
tansecln

2

1
 

( )2

2
2

1 sin1 sin 1 sin
ln ln ln( ) 2 ln sec tan

1 sin 1 sin cos

uu u
u u

u u u

+⎛ + +
= = =

⎞
⎜ ⎟
⎜
⎝

+
− ⎠− ⎟

 

 

【72】 3 1 1
csc csc cot ln csc cot

2 2
udu u u u u C= − + − +∫  

<解>： 3
3

1
csc

sin
udu du

u
=∫ ∫          令 ut cos= ， ududt sin−=  

2

1

(1 )
dt

t
= −

−∫  

               ∫ +
+

−
+

+
+

−
−= dt

tttt 22 )1(

1

)1(

1

1

1

1

1

4

1
 

2

2co1 1 cos
ln

4

s

1 cos1 cos

u

u

u
C

u−
⎛ + ⎞

= − + +⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

2 2

2cos 2cos 1 cos
2 2 csc cot

1 cos sin sin sin

u u u
u u

u u u u
= = ⋅⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝

⋅ = ⋅
⎠−

 

1 1 1 cos
ln csc cot csc cot ln

2 2 1 cos

u
u u u u C

u

+
= − − + −

−
 

1 cos
ln

1 cos

u

u

−
=

+
 

2

2

(1 cos )
ln

1 cos

u

u

−
=

−
 

1 cos
2ln( )

sin

u

u

−
=  

               
1 cos

2ln
sin sin

u

u u
= −  

2 ln csc cotu u= −  

 

wv du wv w vdu′ ′= −∫ ∫  
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【73】 1 21 1
sin sin cos sinn n nn

udu u u udu
n n

− −−
= − +∫ ∫  

<解>：令 1sinnw u−= ， 2( 1)sin cosnw n u u−′ = −  

      sinv u′ = ， cosv u= −  

1 2 2sin sin cos ( 1) sin cosn n nudu u u n u udu− −= − − −∫ ∫  

（右式 2 2cos 1 sinu u= −  代入） 

1 21 ( 1) sin sin cos ( 1) sinn n nn udu u u n udu− −− − = − − −∫ ∫  

1 21 1
sin sin cos sinn n nn

udu u u udu
n n

− −−
= +∫ ∫  

 

【74】 1 21 1
cos cos sin cosn n nn

udu u u udu
n n

− −−
= +∫ ∫  

<解>：令 1cosnw u−=   2( 1)cos sinnw n u u−′ = − −  

     cosv u′ =    sinv u=  

1 2 2cos cos sin ( 1) cos sinn n nudu u u n u udu− −= + −∫ ∫   （ 2 2sin 1 cosu u= − 代入） 

1 21 ( 1) cos cos sin ( 1) cosn n nn udu u u n udu− −− − = + −∫ ∫  

1 21 1
cos cos sin cosn n nn

udu u u udu
n n

− −−
= +∫ ∫  

 

【75】 1 21
tan tan tan

1
n n nudu u udu

n
− −= −

−∫ ∫  

<解>：令 1sinnw u−=    2( 1)sin cosnw n u u−′ = −  

      cos sinnv u u−′ =   11
cos

1
nv u

n
− +=

−
 

1 2 21 1
tan tan sin cos

1 1
n n n nn
udu u u udu

n n
− − − +−

= −
− −∫ ∫  

1 21
tan tan

1
n nu udu

n
− −= −

− ∫  

 

【76】 1 21
cot cot cot

1
n n nudu u udu

n
− −−

= −
−∫ ∫  

<解>：令 1cosnw u−=     2(1 )cos sinnw n u u−′ = −  

         sin cosnv u u−′ =    11
sin

1
nv u

n
− +=

−
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1 1 2 21 1
cot cos sin cos sin

1 1
n n n n nn
udu u u u udu

n n
− − + − − +−

= − −
− −∫ ∫  

1 21
cot cot

1
n nu udu

n
− −= − −

− ∫  

 

【77】 2 21 2
sec tan sec sec

1 1
n n nn
udu u u udu

n n
− −−

= +
− −∫ ∫  

<解>：令 2secnw u−=     3( 2)sec sec tannw n u u u−′ = − i  

      2
2

1
sec

cos
v u

u
′ = =    tanv u=  

（
(sec )

sec tan
d u

u u
du

= ） 

2 2 2sec tan sec ( 2) sec tann n nudu u u n u udu− −= − −∫ ∫   （ 2 2tan sec 1u u= − 代入） 

2 21 ( 2) sec tan sec ( 2) secn n nn udu u u n udu− −+ − = + −∫ ∫  

2 21 2
sec tan sec sec

1 1
n n nn
udu u u udu

n n
− −−

= +
− −∫ ∫  

 

【78】 2 21 2
csc cot csc csc

1 1
n n nn
udu u u udu

n n
− −− −

= +
− −∫ ∫  

<解>：令 2cscnw u−=     3( 2)csc ( csc cot )nw n u u u−′ = − −i  

         2
2

1
csc

sin
v u

u
′ = =    cotv u= −  

（
(csc )

csc cot
d u

u u
du

= − ） 

2 2 2csc cot csc ( 2) csc cotn n nudu u u n u udu− −= − + −∫ ∫   （ 2 2cot csc 1u u= − 代入） 

2 21 ( 2) csc cot csc ( 2) cscn n nn udu u u n udu− −+ − = − + −∫ ∫  

2 21 2
csc cot csc csc

1 1
n n nn
udu u u udu

n n
− −−

= − +
− −∫ ∫  

 

【79】
sin( ) sin( )

sin sin
2( ) 2( )

a b u a b u
au budu C

a b a b

− +
= − +

− +∫  

<解>： 
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【80】
sin( ) sin( )

cos cos
2( ) 2( )

a b u a b u
au budu C

a b a b

− +
= + +

− +∫  

<解>： 

 

 

【81】
cos( ) cos( )

sin cos
2( ) 2( )

a b u a b u
au budu C

a b a b

− +
= − − +

− +∫  

<解>： 

 

 

【82】 sin sin cosu udu u u u C= − +∫  

<解>：令 w u=     1w′ =  

         sinv u′ =     cosv u= −  

sinu udu∫ cos cosu u udu= − + ∫  

cos sinu u u C= − + +  

 

【83】 cos cos sinu udu u u u C= + +∫  

<解>：令 w u=   1w′ =  

      cosv u′ =  sinv u=  

cosu udu∫ sin sinu u udu= − ∫  

sin cosu u u C= + +  

 

【84】 1sin cos cosn n nu udu u u n u udu−= − +∫ ∫  

<解>： 

 

 

【85】 1cos sin sinn n nu udu u u n u udu−= −∫ ∫  

<解>： 

 

 

【86】
1 1

2sin cos 1
sin cos sin cos

n m
n m n mu u n
u udu u udu

n m n m

− +
−−

= − +
+ +∫ ∫  
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1 1
2sin cos 1

sin cos
n m

n mu u m
u udu

n m n m

+ −
−−

= +
+ + ∫  

<解>： 

 

 


